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INTRODUZIONE 


Lia leoria delle radici primilive dei numeri primi, e in generale delle equazioni binomie della forma 
r* — I = un mvUipto di p, ai riguarda saggiamenle dagli Analisli come una delle più fondamenlali nella 
Scienza dei nameri ; di cui coetiluiiice lo slromento principale, onde procedere alla scoperta delle loro piò 
belle proprìeià; e spesse volle, quanto più recondite, cosi più generali ad nn tempo, e foconde di molle 
utili conseguenze. Questa leoria, naui insieme col famoso ed importante teorema di FranaT, fu ridolla a 
sistema la prima volta da Eitsao; c poi meglio perfezionala da Gauss, Liesìinne, e da altri celebri autori 
dell' età moderna. L'Ilimainenle Poi.vsot, sempliGcaudola e perfezionandola ancora in tutte le sne parti, 
l'espose con una chiarezza veramente ammirabile, e tutta propria del suo gran genio, nella sua eccel- 
lente Memoria • Réfleriotu tur In prineipei fondamenlaux de la Théorie dn nombrei >, inserita nel 
Journet de MalJiémaiiquei jmrn el appUquee», diretto da Liocvius, tome X, 1845: dove sono a lodarsi, 
oltre le eleganti dimostrazioni, pure le novelle denominazioni e annotazioni semplicissime che vi ha intro- 
dotto; abbandonando giudizio.samentc quelle de' suoi predecessori, benché già invalse nella Scienza. 

('^indotto io, quasi per un azzardo, ad occuparmi di questa materia, solo ai primi di Febbraio del corrente 
anno 18S>3 , da una questione di Aritmetica elementare, ebe faceva allora oggetto di mio studio; fui 
nel periodo di pochi moai cosi felice di alcuni belli risultati da me ottenuti , e , come credo , non prima da 
altri avvertiti, che concepii tosto il pensiero di pubUicarii in un'apposita Memoria, onde sottoporli al 
giudizio delle persone intelligenti. 

Supporrò in questo mio scritto già ammesse le verità generali riguardauti la leoria elementare delle 
equazioni binomie; per le quali rimetterò sempre di buon grado il lettore alla citala .Memoria di Poihsot, 
che fu pure la mia guida principale , e dirò quasi l’ unica , in questi miei studi. Ciononostante bramando 
io di rendere la mia Memoria prontamente aoeessibile anclie a coloro , che fossero meno pratici di queste 
materie alquanto ricercale, e fuori dei limiti ordinari degli Elementi di Algebra; io mi farò da prima 
ad esporre succintamente, con lasciarne alàllo le dimostrazioni, i principali risultali dell'opera di Pois.sot 
(Cànpitre IV.), relativi alla questione che ci occupa; incomiociando da alcune definizioni indispensabili 
per r intelligenza della materia. 
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CAPO I. 


S 1.' — Cenni tulio teoria delle equazioni biiwmie. 


N.* 1. — Uiconsi equazioni hinomie rap)>ortale a un modulo primo p, tulle le equazioni indelerminate 
della !ie|;uen(e forma generale i" — I = un multiplo di p; oviero, usando l'annotazione molto comoda 
(li Pin.xsoT, X — 1 = jiLp: dove la lettera caratteristica Otb vale sempre a indicare un multiplo 
qualunque del numero primo p, che si chiama il modulo-, potendosi poi tal lettera riguardare indiflèren- 
Icnienle, secondo le circostanze, o come un puro tegno d'operazione, ovvero anche come quantità in se 
medesima, nei limili peri» di essere sempre un moltiplicatore intiero e positivo del numero p. 

Omettendo alcune volle il termine indeterminalo .TlLp, che dovrà allora tenersi come sottinteso, potrà 
presentarsi l' equazione scritta a questo modo t" — 1=0, ovvero x" = 1 : dove si intenda doversi 
tal eguaglianza sempre verificare a condizione di un com'eniente multiplo di p, che si aggiunga al secondo 
membro; per cui venga ad essere la stessa come un' equazione condizionale rispetto a p, in questa senso 
elle X sia uguale ad 1 ad un multiplo di p presso. É ciò che assai bene si esprime dicendo x~ equi- 
valente ad 1 rispetto a p; il clic significa dovere x" ridursi ad 1 , quando in lui si sopprima ogni 

multipl» di p contenuto, uedtanle la divisione esèguiU di x" per p. 

N.° — Chiamasi radice dell’ equaziane x* — I = Oltp, quaiuiufue numero intiero e positim, 

il quale, soalituilo in luogo di x in questa equazione, valp a renderla soddisfiitta: dicendosi ciò, lolle 

le volte che il primo membro risulti uguale ad un multiplo di p, come è indicalo dal secondo membro, 

qualunque sia del resto questo multiplo. In altri termini , avendosi x~ = 3ILp + I , si chiama radice 
di questa equazione quatiaufue numero mliero e positivo, la di cui potenza divisa per p, lasci 

il reaui,i, o cioè risulti della forma 3ltp + 1. 

Si .comprende facilmente eonni esisteranno in generale parecchie radici differenti di questa e<piazk>nc 

x" — 1 = 3K,p; fra le quali è sempre da coniarsi I' umtù , avendosi per x = 1 ben soddisfatta 

r equazione medesima , che si ridnoe a 0 = 0. Ma detta A una qualunque di tali radici , per cui si 
abbia A" = 31Lf + 1 , è pur manifealo du tutti i numeri compresi nella formola .'m.p + .1 soddi- 
sferaono del pari alla siesu condizioae; donando essi (3ILp + .f)* = .IZlp + A = 3ILp + 1: 

oade tulli questi numeri 3ILp ■+■ A saraano radici della stessa equazione, quando A lo sia. 

Però è qui da avvertirsi laarcatamenle come tutte siflhlle radici si coasìderiao sempre ridotte ai loro 
cnlori uMnimi e positioi al di sotto di p, mediante li divisione di esse falla per il modulo p; oosichè 
liuDo propriamcMe i resti o residid pesilivi a, avuti da tali divisioni di /l, o di SILp ■+■ A, per p, 
quelli che si riguardano poi come radici disiinle della della equazione x' — i = 3ng>. Onde è che 
tulle le radia comprese nella formola JILp + A non varranno mai a donarne piò che una sola radice 
distinta a < p: e per tal guisa il loro nuoMro sarà allora limitato; non potendo, come si vedrà, mai 
superare il grado m dell' cquazioae , a eoi solo sarebbe eguale nel caso che fosse m un divisore esalto 
del nomerò p ■ — I. Quindi reUificaado meglio in questo senso la data delinizione, vi potremo sosliluire 
in seguente: 

• Chiamasi radico dell'eq. x* — 1 = 3R/p, qualunque numero intiero, positivo, e infcriore a p, 
> la di col potenza m*~, divìsa per p, lasci il resto I, o cioè venga a riuscirà della forma 
• OILp + 1 ». 
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CioBonottanU se fMH .-l > p, e che si avesse A" = 3R.p + 1, si ceiilioaerà pure ael discorsa 
a dire, ed a rifnardare A come radice essa stessa; veoeudo sempre illeso che si eoasidera il A piiri- 
loslo il suo vmtor rtUuivo, cioè il suo valore rìAoUo ai di eolio di p, mediailc la divMMW, iovece del 
proprio suo valore aeeolu/o. 

3. — PoiKSOT comioeia la sua teoria delle e^^tuzioii biiomie (Chapilre IV.), con dimostrare che 

due equazioii x’ — 1 = Ollp («), x — I = 3Ilp (A), noi possoio aver rommie alcuna 

radice, se ipiesla non soddisfi ancori all' eqniiione di grado inferiore x^ — I = .TOjp (d); i essendo 

il più gran divisore fra ned A. In consegnenia esse non avranno altra radice comune che l'vrutA, quando 
sia d = 1 , vale a dire n primo con A; poiché l'equazione di I.* grado x — 1 =: JSLp non ha altra 
radice che x = i. 

Osserva quindi Poissot che, in virtù del teorema di FsnuAT, l'equazione singolare x^~‘ — I = 

.TILp (p — I ), ha sempre p — 1 radici diflérenli inferiori a p, le quali sono talli i numeri della serie 

1 , d, 3 p — I. Osserva ancora che quando il grado 6 d' un'equszioBe — 1 = 3H4> rosse un 

dii’isore eeallo del numero p — 1 , questa equazione avrebbe precisamente d radici dilferenli , comprese 

nella serie |, S, 3 p— I; poiché in tal caso il binomio — I sarebbe un divisore esalU) del 

binomio x' ~ ' — 1 , come d lo è di p — I ; onde esso potrà ben ridarsi a un multiplo di p, per i valori 
di X presi nella serie I, t, 3 p — I, ma non mai per un numero maggiore. 

D'altra parte considerando qualunque equazione x — 1 = .titp, tutte le radici di questa, inferiori a 
p, non potranno mancare mai di essere a un tempo comuni all' equazione di Fisbat, la quale ammette 

giù per sue radici tutti i numeri inferiori a p, dall' I fino al p — I inclusivi. Ma il teorema testé avvertilo 

ci dice a questo proposito che tali equazioni (n) e ( p — I ) non avranno cornimi altre radici , che le sole 
ammesse dall'equazione (i), di grado eguale al massimo comun divisore fra n e p — 1 : dunque l’eq. (n) 
avrà precisamente queste sole d radici ; e cioè ne avrà Uinte in generale quante unità contenga il massimo 
comun divisore é fra il suo grado i e il numero fisso p — I ; le quali inoltte saranno pure le mede- 
eime che convengono a questa equazione di grado é. 

(joando sia é =r I , l’eq. (a), di grado n primo con p — I , non avrà che la sola radice I, unica- 
mente ammessa dall' eq. x — 1 = 31l/p. 

Da questo fatto generale, die le radici d'ogni equazione x' — I = .mp sono le stesse in numera 
e in valore, che ammette l'eq. x^ — I = Ottp, dove sia t il più gran comun divisore fra n e p — I , 
la ricerca di quelle viene tosto ridalla alla sola ricerca di quest’ ultime; per cui diventa inutile di consi- 
derare mai altre equazioni , che quelle sole, i di cui gradi siati divisori di p — I. Prrtanto noi supporremo 
da qui inaanzi il grado n delleq. che si considera già sempre ridotto a questa forma, di essere un 
divioore od una porle tdòfmta del numero p — I : e io tal ipotesi , diremo allora che ogni equazione 
X* — 1 c= JUjp ha sempre taate radici differenti, iniériori a p, quante sono le nnilà del suo grado n. 

Prima di passar oltre, farò qui un’avvertenza da valere per tutto il corso della mia Memoria. Si é 
veduto come io voaisai a ciltM l' equazione di grado n, cioè l’equazioac x* — 1 = .Tltp, ponendo 

semplicemente il suo grado n fra due parenteti mroe, scrivendo cioè (n), ovvero eq. (n). Or questo sarà 

un modo di annotazione che userò ben di frequente per il seguilo; e giudielierà poi il lettore se abbia 
avuto biaogno, in tante circostanze che mi occorreranno, di adottare questo segno (n), invece di scrìvere 
tutta l'eq. x" — 1 = 3ltp, ovvero invece di ripetere ad ogni volta nel discorso T equazione di grado 

H. Adunque resti qui intaso e convenuto I' unico significato di tale anooUiiiooe (n). 

*. — Delta r una qualunque radice dcll’eq. x" — I = 3Rq>, tulle le sue potenae succuMive 
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r , r , r\i r'(re»e, qoando vogliasi, ai di sodo di p, mediaste la divisione, come ciò dovrà inleodersi 

in unti i casi consimili), saranno sempre rmUei della stessa eq. (n); poiché ciascuna d'esse, elevata di 
nuovo alla polenta di ^ado n, riprodnrrebbe I' unità rispetto a p, ossia riuscireUie deila forma 
1. In fatti essendo e un intiero qualunque, si ha sempre la potenza (r')" = r'" = (r"/ = (1 -t- .TtLp)' 
= i -t- M/p, gii avendosi in ipotesi r" = 1 -t- CTILp: onde r sarà sempre radiee della stessa eq. 
(n), quando r lo sia. 

Ciò premesso , Poiusot prende a dimostrare che due di queste potenze r* ed r** non potranno mai essere 
equivnicnii, rispetto a p, cioè dare un medesimo reato, divise per p, se non nel solo caso che la radiee 
r, presa per base, trovisi ancora appartenere ad un'altra equazione inferiore x* — I = 3IL;i, il di cui 
grado d sia un divisore di n. Pertanto se ciò non si verifichi, vale a dire se la radice r non si trovi 
comune ad alcun' altra equazione di grado inièriore e sumultiplo di n, essa colle sue potenze successive 
nel periodo da 1 ad n, non varrà mai a riprodurre due radici fra toro equivalenti rispetto a p, onde 
fornirà allora a questo modo precisamente tulle le n radici diflércnti dell' equazione in discorso. 

h'.*' 8. — E su questa proprietà singolare , di cui godono solo ateune fra le n radici dell' eq. (n) , di 
riprodurre ciascuaa colle sue potenze tulle le altre, che si fonda la denominazione speciale data ad esse 
di radici primitive dell'eq. (n), vale a dire di radici umcamenle proprie a questa e<|uaziune. Il loro 
carattere distintivo è pertanto di non appartenere esse ad alcun' altra equazione di grado inferiore e 
sumultiplo di n. Inoltre, per la proprietà accennala, nessuna delle potenze d' una radice primitiva r poutndo 
mai equivalere, rispetto a p, od alcun' altra potenza di questa medesima radice; non si potrà cosi avere 
più d' una sola volta un medesimo resto, e in ispecie il resto 1, nel periodo completo delle potenze da 
1 ad ». .Ma si ha bene il resto 1 , giunti alla potenza n; dunque non dovrà questo resto I mai comparire 
avanti di arrivare a tal potenza di grado n. Segue da ciò che potranno ancora defmirsi radici primitive 
dell'eq. (n), quette godenti di questa proprietà di non fornire il resto 1, rispetto a p, se non quando 
pervenuti alla potenza di grado n, nella serie che si formi delle loro potenze successive; e vale a dire 
quette solamente , le di cui potenze n.*™' siano le prime ossia le più piccole ( esclusa sempre la potenza 
sero), che lascino il resto 1, quando si dividano per il modulo p. Tulle le altre non soddisfacenti a questa 
condizione saranno radici non primitive dell'eq. (n): noi le chiameremo qualche volta col nome di radici 

ordinarie, o di radici improprie di tale eq. (n), appellando già le primitive col nome di radici ftroprie. 

N.° C. — Allorché il grado n dell' equazione in discorso sia un numero pn'mo, tulle le radici della 
medesima, eccella la radice I, saranno a un tempo sue radici primitive; perché non polranno esse appar- 
Unere io comune ad altre equazioni di gradi inferiori e sumullìpli di n, dal momento che non esistono 
queste equazioni; non avendo n che il solo divisore I di lui più piccolo, al quale corrisponde l'equazione 
di 1.“ grado, che non ha altra radice che l'unità. Ma quando il grado n fosse un numero composto da 
varii fattori semplici elevati a potenze, della forma generale o^ò^c^. ..., allora non vi sarà più rhe 
solo tuia parte di tulle le radici dell'eq. (n), le quali sieno sue radici primitive: le altre risolveranno a 
un tempo le equazioni di gradi inferiori x~' — 1 = cmp, zr" — i = .timi, eoe., dove siano n', n", ecc. 
i diifercnti divisori del numero n; e riusciranno invece radici primitive di quest' ultime equazioni, distri- 
buite parte a parte fra le medesime. 

N'.° 7. — PoiKsoT si propone quindi l' assunto di provare a priori l' eeùlenjo , e determinare il immiTo 

delle radici primitive d' ogni equazione x* — 1 =s 3tUp, dove sia il grado n della forma generale 

»*6^c^ a, 6, c,.... notando i suoi fattori semplici; e coll'abile maneggio di un'analisi inge~ 

gnosissima perviene, pure ner diverse vie, alle conclusioni seguenti: 
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l.“ » Ogni c(jnaj!Ìone i" — 1 =.‘)ILp ammette sempre radici primitive; e ne ha tante in ogni caso 

• quanti intieri vi sicno primi e inferiori al suo grado n. • 

2.S • Essendo 1, e, e', e” n — t tulli questi numeri primi e inferiori al grado n, cd r essendo 

• una qualsiasi radice primitiva di delta equazione, la serie delle potenze r*, r*, r*', r"~', le 

• riprodurrà tutte ad un tempo, in un altro ordine diverso dal naturale; vale a dire che queste potenze 

• equivarranno precisamente a tutte le radici primitive esistenti della medesima equazione. ■ 

5.° > Al contrario, essendo A un numero inferiore ma non primo ad n, col quale anzi ammetta il mass. 
> con), divis. S, la potenza r* non .sarà mai Una nuova radice primitiva compagna di r; ma solo verrebbe 

• questa r* a riuscire una radice primitiva della nuova equazione — i = oivp, di grado sumultiplo 
» del grado n della proposta. Quando fosse A un divisore di n, allora, per 6 = h, la potenza r* equi- 


» varrebbe precisamente a una radice primitiva dell' e*]uazione — 1 — .Htp. • 

N." 8. — Alcune osservazioni sono a farsi in proposito di questi risultati generali, che possono ben 
tornar utili per il seguito. 

Da prima dirò come non si esiga altrimenti che sia sempre un numera jrrimo ed inferiore ad n il 
grado e della potenza, a cui dovrebltesi elevare una radice primitiva r deH'cq. (n), per avere uu' altra 
radice primitiva della medesima equazione: basterà in generale, e sarà neceuaria, la sola condizione che 
sia tal grado e primo ad n , pulendo poi essere di lui maggiore o minare indifferenlemenle. DilTatti sup- 
pniamo un numero qualunque E > n, ma però primo ad n: .se dividasi questo E per n, il resto e, 
avuto da tale divisione, sarà tuttavia fnima ad n; pichè avendosi E = ng e, qualunque divisor 
comune esistesse fra e ed n, questo dividerebbe ancor E, e sarebltc cosi un divisor comune fra n e<l E; 
onde questi numeri non sarebbero primi fra loro, (jualora il preteso divisore fra e ed n fosse maggiore 
di I. Pertanto non pirà mai mancare di risultare e primo ad n, quando E lo sia: ma ora si avrebbe 
successivamente la potenza r* = r“' * ‘ = r"’. r" = (3ILp + i /. r* = (.TILp + 1). r* = JKp + r‘ = r’, 
soppressi i multipli di p, che già sì trovano in evidenza ; e pr altra parte r*, dietro ciò che si à riferito 
qui sopra, sarebbe una radice primitiva dcll'eq. (n); dunque anche r , che in tutto le equivale, sarà 
sempre una nuova radice primitiva della stessa eq. (n). 

Parimente nel caso dì A avmile con n il mass. eom. divis. S, ptrà supprsi A > n. Poielià avendosi 
allora A = n q 4- 1 , il detto f sarebbe a un tempo il massimo comun divisore fra n cd i ; mentre 
verrebbe intanto r = r"* ’*’ * = r"'. r (,7Ilp -|- 1 ) . r‘ = .Tllp r = r; onde dall'essere già r una radice 


primitiva dcll'eq.^.^^, si conchiude che pur tale adunque 


N.” 9. — Vi son due equazioni, le di cui radici primitive son note a priori; le equazioni di l.“ e 
di 2.* grado. L' eq. i — 1 = 3)Lp non avendo di già altra radice che 1' umVn , ossia il numero 1 , questa 
prianto sarà l' unica sua radice primitiva. Si vede a un tempo che 1 non mai sarebbe radice primitiva 
di alcuna altra equazione (n), mentre sarebbe una radice impropria dì tutte le equazioni di gradi sup- 
riori ad 1. L'cq. di 2.° grado ammetterebbe in tutto le due radici 1 e p — 1; delle quali la prima non 
ptendo essere primitiva, lo sarà prció solo la seconda. Per dimostrar ciò, dicasi a una qualunque delle 
due radici dell'eq. x* — 1 = 3ntp: la condizione soddisfatta x* — { = .TlLp si scioglierebbe da prima in 
questa (a -I- 1 ) (a — 1 ) — P®' dccompnc nelle due seguenti « — 1 = 3itp, a 4 - 1 =r aiLp. 

La prima dà « = 3Rjp 4-1 = 1; e questa radice essendo già comune all' cq. dì I .“ grado , non sarebbe 
più adunque una radice primitiva dell' eq. di 2.° grado. La seconda dà a = oitp — 1 = p — 1 ■ la quale 
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dovrà esscrv in conseguenza I' unica radice primitiva di questa equazione di 3.* grado. DilEitti si può 
vedere come si avrebbe la seconda potenza (p — 1) =p* — 2p+l=(p — 2)p+l = jtLp -+- I , 
mentre che frattanto (p — 1) =p — I; onde ben si eonchiude di qui essere p — I radice primitiva 
dell' eq. di 2.° grado, e l' unica che può ammettere. Questa radice primitiva converrò tante volte esprimerla 
di preferenza sotto la forma indeterminata JtLp — I > di cui si farà grand' uso io questa Memoria. 

Può notarsi in particolare che l'cq. x — i =311/3 avrebbe cosi la sola radice primitiva 2, la quale 
pure dicesi la radice primitiva dei modulo 3, come dal numero seguente. 

10. — Quando il grado n dell' equazione che si con.sidera sia lo stesso numero p — I, allora si 
ha r equazione singolare, che costituisce il teorema di FenaAT, — 1 = 3Itp; alla quale si appli- 
cheranno sempre della stessa maniera tutte le conclusioni precedenti. Soltanto è da aggiungersi come in 
questo caso le radici primitive di tale eq. (p — 1 ) vengano distinte colla speciale denominazione di 
radici primitive del numero primo p, os.sla del modulo. Epperó le radici primitive d’ ogni numero primo 
p saranno sempre tante , quanti intieri abbiansi primi e inferiori al numero p — 1 : una sola di esse le 
riprodurrà tutte costantemente colle sue |>otcnze ad esponenti primi eon p — 1 ; mentre culla serie completa 
delle potenze successive, da I lino a p — 1 , fornirebbe c.ssa, in un altro ordine, tutte le radici I, 2, 3,... p — | 
proprie ed improprie del numero p. In partieularc ogni sua potenza di grado A, avente con p — I il 


mass. com. divis. fl, darebbe una radice primitiva della sola eq. e se i = h, della sola eq. 

7 ~'^' basterebbe aver cognita una sola radice primitiva r del modulo p, per 

potere determinare immediatamente, col mezzo delle sue potenze, non che tutte le altre radici primitive 
di p, ma pure quelle di qualunque nuova equazione di grado n dicitore di p — 1. Infatti posto il quo- 


ziente 


p-1 


: A , sarebbe la potenza r = radice primitiva dell 


(V) 


ossia dell eq. (n); e da 


questa poi ai dedurrebbero direttamente tutte le altre. 

Queste radici primitive dei numeri primi godono io conseguenza di un'importanza speciale, e tengono 
un caraUerc distinto nella teoria delle equazioni binomic; e l'equazione — 1 = JR.p, che le ammette, 
può considerarsi a ragione come f equazione generatrice di tutte le altre rapportate allo stesso modulo p , 

delle quali già contiene in comoue tutte le radici proprie ed improprie, comprese nella serie 1,2,3, 




S 2.* — Sid teorema di Feuuat. 


N.° li. — Questo teorema essendo il fondamento principale di tutta la teoria delle equazioni binomie, 
giudico qui a parte di riferirne una qualche dimostrazione. Il suo enunciato generale sarebbe il seguente : 
• Essendo p un numero prinm, ed a un qualunque numero non multiplo di p, la potenza ac-‘, divisa per p, 
• lascierà sempre il resto I , o vale a dire il binomio o’’” — 1 sani sempre divisibile per p. • 

Tolgo una dimostrazione di questo teorema dagli elementi di /Mgebra di Choocet et Maves. 

É da prima da osservarsi come tutti i multipli di a compresi nella serie la, 2o, 3a, (p — I) n, 

essendo divisi per p, lascieranno dei resti differenti. Infatti supponiamo che due di questi multipli ma 
ed m'o diano lo stesso resto r: si avrebbero insieme le due relazioni ma = pq + r, m'a = pq‘ r; 
le quali, sottratte membro a membro, danno l'equazione (m — m') a = (q — q') p. Il 2.* membro di 
questa ammettendo il fattore p, anche il primo membro dovrebbe essere divisibile per p: ma p è primo 
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con a per ipotesi; dunque p donebbe dividere la differenza m — m' di due numeri di lui più piccoli, 
ciò che è impossibile. Dunque tutti i suddetti resti saranno differenti. 

Ciò posto, dividiamo gli indicati multipli di a perp; si avranno le seguenti relazioni; In — pfi +r|, 

2o= pq,-t-rj (p — 1 ) a = p -I- r,_i. .Moltiplicando queste fra loro, viene un prodoUo 

della forma ( 1 . 2. 3 p — I ) = CtHp + ri r, rs Tp_i. Ma tutti i resti r] , r* , rj 

es.scndo differenli, inferiori a p, cd in «limerò jireeito di p — l, saranno essi perciò complessivamente 
i medesimi numeri della serie I, 2, 3, .... p — I , presi in un altro ordine; onde la precedente equazione 

si caiigerà in questa ( 1 . 2. 3 p — 1 ) o^' = .lILp +1.2. 3 p — 1 , ovvero (1.2. 3 p — 1 ) X 

(dT”' — 1) = OILp. Il primo membra deve qui dunque riuscire divisibile jier p; ma questo è primo 

con tutti i fattori del prodotto 1. 2. 3 p — I; dunque p dovrà dividere l'altro fattore, ossia il 

binomio a^' — I. Si avrà pertanto la formala — 1 = .7H.p. 

Questa dimostrazione non è del resto che un ca.so particolare di quella data da Poi.vsor , nella sua citata 
.Memoria, |)cr lo stesso teorema di Fenn.vT generalizzato ad un numero qualunque N. 

12. — Riferirò ancora un'alu-a dimostrazione, la cui prima idea si deve ad Ecuao. 

Aveudosi idcuticamcute a — n=l+a — > — 1, ne segue Io sviluppo della potenza p di questo bi- 

noinio ,(o — «/’ = (l+o — « — 1/ =l+p(a — « — l)“t" \ a — x — l )*+... . 

...+ p(a — « — 1 f~' + (a — “ — l/> dove si vede che tutti i termini intermedj ai due estremi son 
divisibili |ier p, per cui la loro somma equivarrà ad un multiplo di p.* dunque si ha la rtlazioue 

(a — a/ = l+(a — a — 1/ + aiCp. Sottraendo a — a da ambe le parti, viene la formola seguente 

(a — »/ — (a — «) =(a — » — 1/ — (a — » — ') ^P- 

Se si cangia ora in questa successivamente I'ain0,l,2,3 a — 2, a — i, si ottiene: 

a' — a = (o— 1/ — (a — l) + ,mp,(a — I/ — (a — 1 ) = (« — 2/ — (a — 2) + 3R,p, 

(a — a+1)' — (a — a+1) = (a — «/ — (a — a) + .TlLp; le quali eguaglianze, sommale membro 
a membro, danno la nuova formula a' — a = (o— a/ — (a — «) + 3ILp; dove il l.“ membro riesce 
indipendente 'da a, la quale |)oIrà avere nel 2.“ membra qualunque valore più piccolo di a. Ma prendendo 
in particolare a = a — i , questo 2.” membro si riduce ad — I +,THp, ossia a .TILp solamente; dunque 

si ha il risultato a' — a = JILp, ossia — 1 ) = 3H,p. Ora p non dividendo a per ipotesi, si 

conchiude pertanto la formola — 1 = .7TLp, che è appunto il teorema di FenvivT. 

N.* 13. — Posta dunque l'equazione a^' — I = 31Lp, questa verrà sempre soddisfatta, qualunque nu- 
mero vi si metta per x, non multiplo di p; ma considerando questi numeri tutti ridotti al disotto del 
modulo p, essi rinverranno unicamente alla serie 1.2. 3 p — I; nella quale si avranno cosi com- 

prese tutte le radici distinte dell' equazione in discorso. 

É da notarsi come il teorema di Feruat non venga già a dire, che la potenza di grado p — I sia la 
(HÙ piccola potenza di a ( esclu.sa la potenza zero), la quale, divisa per p, lasci il resto 1; ma solamente 
venga a dire che o^' godrà sempre di questa proprietà, riuscendo essa in ogni caso della forma 3Ilp+ I. 
Secondo i diversi numeri che si prendano per a, potrà avvenire che si abbia = .'jILp + 1 = 1 M 
prima volta, ovvero che si abbia avanti un simile risultato, prima cioè di giungere alla potenza di grado p — I . 
In lutti i rasi però il grado in di Itile potenza , che dia la prima volta a ~= 1 , sarà un divisore esalta del nu- 
mero p — 1 . Infatti posto p — 1 =m 9 +r, verrebbe successivamente o" ’ = a" ’. a' = (OTLp + 1 )’. o' 

= ( .'JILp + I ) = Slip + a' ossia a' = .TIAp +o'; ma si ha immancabilmente a'~' — 3ÌLp + I ; dunque 

fa d' uopo che sia a'=i , o più in generale o' = .')Ttp + 1. Ora per ipotesi m è il grado della più piccola 
potenza di a equivalente ad 1 ; dunque r< m non potrà essere altro che zero; e si avrà in conseguenza 
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p — 1 = mq, vale a dire sarà m an divisore di p — 1. Allo sle&so modo sì proverebbe più in generale 
che se si abbia a" = 1 la prima volta, e ad un tempo a’ = 1, dove sia n > m, dovrà l'm riuscire sempre 
un divisore di n: cosicché dopo la poleuia m, tutte le altre potenze di a equivalenti ad I, si trovano 
comprese nella formola t m, cioè che si avrà solo e sempre a =1. 

lA. — L'esistenza di numeri, le di cui potenze portino l'unità per resto avanti di arrivare a quella 
di grado p — 1, può facilinente provarsi come segue. Sia m un qualunque dei divisori di p — 1, eda 
un qualsivoglia numero non multiplo di p, ovvero diciamo solo inferiore a p: elevando a alla potenza m, 
si avrà di qui >in risultato equivalente ad un altro numero 6, cioè a = ò. Or questo b, o sarà 1, ed allora è 
provata l'esistenza di un numero a clic fortiisce il resto 1 , prima della sua potenza dì grado p — 1; ovvero b 

non è 1 , ed allora se si elevi questo numero di nuovo alla potenza marcata da ^ ^ si avrelibe il risul- 

tato b — a “ = aT — .TTL}) + 1 = 1; ciò che prova esser b un numero che dà pure l' unita per 
resto, prima di giungere alla sua potenza dì grado p — I. 


J 3.* — Sulla funzione f (NJ etprimenlc la mollilutiine degli intieri primi e inferiori ad un numero A’ t[iialuiu{iie. 

N.“ Ib. — Si conviene di indicare generalmente coll' annotazione d'EcLEno, f(.V), il numero che esprime 

quanti intieri abbiansi primi e inieriori a questo jV. Nell'ipotesi di jV=n“ b' / a, 6, c, 

notando i fattori setnplici, tale funzione P(iV) viene data della seguenlc formala 

f(tVJ = A' ^1 — ovverof (fl"b" c'...) = o" ' '(a — — l).c'’”'(r — • L'- 

Essa fu già dimostrata per varie maniere da EcLcno , c da altri autori. L'na di queste dimostrazioni, 
di cui l' idea si deve ad EiXF.no, ma che Poissot ha distintamente perfezionato, sì fonda sulla considerazione, 
che si avrebbero tutti i numeri primi c inferiori ad A, quando si sopprimano nella serie 1,3, 3,.... A 
tutti i multipli di a, poi tutti i multipli dì b, poi tutti i multipli di c, e cosi di ^eguìto; onde calco- 
lando quanti si vengano a sopprimere con tal processo, e quanti ne rimangano per conseguenza, si trova 
appunto la formula testé riferita, [>er l'espressione della pluralità di questi ultimi. Questa dimostrazione, 
dice PoivsoT, è riguardata con ragione da Eit.£no come la pia semplice: malgrado ciò, non credo di 
dover qui lasciare dì riferirne parecchie altre, che ebbi la fortuna di scoprire; le quali, se non la supe- 
rano , gareggiano almeno con i|uesta in semplicità ed eleganza ; e mi attendo poi al giudizio d' ugni 
letture intelligente. 

N'.° 16. — Comincierò a stabilire alcune delinizioni, che mi saranno pure utili in altre circostanze. 

Quando di un numera A si considerino a un tempo tutti i suoi divisori possìbili, compreso se stesso 
e l'unità, distinguerò in generale due specie di multipli di guesti divisori. Chiamerò muUipli semplici di 
un qualunque divisore di A, quei soli multipli di questo divisore, I quali non possano mai considerarsi 
nello stesso tempo siccome multipli di altri divisori di lui più grandi; c indicherò questi mtdiipli semplici 
colla lettera che resta a ciò destinata. Chiamerò invece col nome dì multipli ordinari, o solo col puro 
nome di multiidi tutti gli altri non soddisfacenti alla detta condizione. La distinziotie dei muUipli semplici 
dei divisori di un numero .A riuscirà di una massima utilità, in tutti quei casi dove occorra di iusti- 
tuìrla;come ciò si vedrà bene per il seguito; frattanto gustiamone qui itii saggio nella seguente questione. 
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N* 17. — Siano i\, P, Q S P', 1 lulli i possibili divisori di un qualunque 

numero N, scrini in ordine di loro grandezza decrescente, per modo che si abbia ciascun prodotto di 
due equidistanti dagli estremi uguale ad A', cioè A'.l = jV, P . P' = A', Q. Q' = A', e via di seguito. 
Nel caso che fosse A' un quadrato esatto, il numero de' suoi divisori essendo impari, sarebbe invece il 
quadrato del solo diriiori di mezzo eguale ad A'. Questi divisori , cosi a coppie riuniti , che danno in 
prodotto il numero A’, si chiameranno divizori eonjiigati di A, ovvero anche diciiori corrispondenti. 

Considerando tutti i numeri della serie 1,2,3, A, è facile vedere come ognun d'essi sarebbe 

sempre un multiplo semplice di un qualche divisore di .V, e noi potrebbe mai essere che di un solo. DiOaUi 
prendiamo un qualunque numero E di questa serie, e sia 5 il più grande fra i divisori di A, che lo 

divida, potendo anche riuscire &'= 1 : il numero E= pS sarà cosi un multiplo semplice di S, cioè di 

uno dei divisori di A’; e manifestamente non pobrbbe riuscire mtdiiplo semplice di alcun ulU'U divisore 
di A' superiore ad S, |ierchc già 5 è supposto il più grande fra quelli che dividono come non potrcblic 
anclie essere multiplo senijdiee di alcun altro divisore di A' intcriore ad S, perche allora quest'altro divisore 
T dovrebbe dividere S, e verrebbe cosi V E n riuscire un multiplo ordinario di T, non un multiplo 
semplice di questo divisore. Quando sia S = I , si direbbe che E è un multiplo semplice di I ; donde si 
vede che I multipli semplici del divisore 1 sarebliero tutti quanti i numeri primi e in/èriori ad A medesimo. 

Frattanto si riconosce di qui un carattere generale proprio di tutti i multipli semplici dei divisori di .A', 
c si è che questi multipli semplici dovranno sempre riuscire i prodotti di detti divisori di A per numeri, 
i quali siano rispettivamente primi coi divisori conjugati di quelli che si considerano. Infatti nell' ipotesi 
dì Ezzzp S, avendosi pure a no tempo A = $, il fattore 5 sarebbe qui veramente il massimo comun 

divisore fra A ed E; onde i quozienti m cd saranno primi fra toro, o cioè sarà p primo col fatture 

S' conjugato di S, che avrebbe d'altronde il valore In altro modo, supponiamo pure che p non si 

trovi primo con e sia 6 il loro massimo comun divisore, per cui si abbia a un tempo p = p'i, S* — S" S: 
sarebbe cosi E=p'.ì S, mentre A=y S=S”. SS; donde vedesi clie E sarebbe ora un multiplo di 
Ss, altro divisore di A, maggiore di S, se è > I ; per cui E=p S non .sarebbe altrimenti un multiplo 
semplice di S, come si è supposto. 

Ciò premesso, vediamo ora quanti multipli semplici di ciascun divisore di A abbiansi in tutta la serie 

1,2, 3 iV. Notando 5 un qualunque divisore di A, i suoi multipli semplici, indicati con p S, saranno 

tanti, quanti valori convenienti passano darsi a p, onde il prodotto pS non esca fuori dei limili della 

serie, cioè non risulti maggiore di A', e non venga mai a mancare del carattere di multiplo semplice di 

A 

S. Per la prima condizione , che m S < A' < — . 5 < S'. S, si esigerà dunque che aia p < !f fattore 

conjugato di S: per la seconda condiziOBe, già si è veduto che dovrebbe esser p primo a questo mede- 
simo (attore conjugato di A': dunque si avranno sempre tanti valori convenienti di p, rispetto ad A', ipiauti 

A 

numeri primi e inferiori esìstano rispetto al suo fattore conjugato S'=— , la cui moltitudine è marcata 
con f (S), ossia p 

Sviluppando i diversi casi di questa conclusione generale, si dirà pertanto che in tutta la serie 1,2,3,... A, 
sì trovano contenuti f multipli semplici di ,V; ^ P (^ ) multipli semplici di 



Digitized by Google 



u 



ossia f (Q') muUipli <i«inplici di Q; 



ossia f (Q) multipli semplici 


di 



ossia f(P) multipli semplici di P'; ed infine 



ossia f (lY) muUipli semplici di I , cioè mtmeri 


primi c inferiori ad L'insieme di ludi questi muUipli semplici dei divisori di deve comporre pre- 
cisamente la serie dei numeri 1,3,3, .Y, formata di N termini; onde facendo la somma dei soli 

delti numeri, che marrano quanti muUipli semplici si hanno di ciascuna specie, questa somma deve riuscire 
ugnale ad A'; perciò si conchiude la formola seguente 


+ P + + f (P)+P(A') = A', ovvero sp|^| = A; 


che ci rivela di già questo hel teorema; 

• Considerando a un tempo tutti i divisori possibili di un qualunque numero A, se si vogliano contare 
• quanti intieri si abhiano primi c inferiori a ciascun d' essi, si troverà in somma totale il numero A' 
■ medesimo. • SimMkamenle si può dire; la somma di tulli i p relativi a lutti i divisori di jV, è ugtuiie 

a i/ueslo numero A'; clic è ciò che, per brevità, si intende indicare colla annotazione Z f |a| =A. 

PoissoT, nella sua citata .Memoria, ha dato una dimostrazione di questo teorema (dedotta dalla forma 
già ammessa della funzion p) , la quale dice sembrargli cosi diretta e cosi chiara quanto possa mai 
desiderarsi. Or mi pare che ben possa dirsi altrettanto della |>rescnte, la quale ha di più il vantaggio di 
rimaaere affatto indipendente dalla forma della funziou p, che non c'interessa perciò pure di conoscere. 

A.' 18. — àia frattanto da tal formala Sp [A'j = A cosi direttamente stabilita, si può ora dedurre 
una dimostrazione assai semplice della stessa funzione p, che è quella esposta qui appresso. 

Nella somma lìp | A'j trovandosi il termine P(A') insieme a tutti gli altri corri-spondeuti ai diversi 
divisori di A di lui più piccoli; se noi sopprimiamo lutti questi ultimi, di cui sapessimo d'altronde va- 
lutare complessivamente la somma, non ci resterebbe più allora nel l.° membro dcll'eq. Z p | A j = A' 

ebe il solo termine P(A), uguagliato, nel 3.° membro, a una funzione determinata di numeri cogniti, 
la quale costituirà per conseguenza il suo valore dimandato. 

Sia da prima A=a~, a dinotando un fattore semplice. Tulli divisori di a", a lui inferiori, sono i 


medesimi che ammette il numero 


• -I 

a 


A 

ossia — • questo compreso e l'uniM; per cui la somma dei p rela- 


tivi sarà Z p |— | = Sopprimendoli, resterà dunque il solo termine p ( A) = 2 p j | Zp |— | 

= A — -- = A'^1 — ovvero p{a“)—a~ — o”“'=a”~'(o— 1). 

Sia A=a*'6*, dove a e b rappresentino sempre i fattori semplici. Tutti i divisori di A a lui inferiori 

A* aV 

sono qui tutti i divisori possibili dei due numeri ■— » — » ossia a'" ' ò", u^ò"”*; ma sopprimendo tutti i p 
relativi a questi numeri, si toglierebbero con ciò due volte i p rispondenti ai loro divi.sori comuni, i quali 
son lutti quelli del nuovo numero — ossia o" *1 per cui farà d' uopo aggiungerli poi uno volta onde 
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rolupensare r errore. Di lai maniera si ottiene il seguente risultato f(A’)= 2^ | A' 


--ir 


- -2, 
a ( A ) 


-l-St 


a--!- ^5-0 - M -r.) = - 7 ) 0 - T> 


Supponiamo ancora A = a~ 6* I divisori di questo numero di lui più piccoli , sono tutti i divisori 

y iV iV I ) I 

dei tre numeri — > — > ossia a”~ A c', «“ A"~ c', o"A" . Ma sopprimendo i r relativi ai soli 

y y 

due numeri — ed — • si toglierebbero con ciò due volle i f loro comuni , die suu quelli relativi al iiumero 
a A 

ossia A"“*e'; per cui farà d'uopo di aggiungerli poi utta i-olta. Parimente sopprimendo i r 

ab 

y y y y 

relativi ai due numeri — ed — > e quelli relativi ai due numeri -^ed — • si toglierebbero con ciò pure 
oc A e 


, , . .... . y y . - 

due volte i r relaliM ai numeri — > ■; — > ossia a 

ae bc 


A"c'“ , a" a" : i quali per eoiiscguenza di- 


verrà poi necessario di aggiungerli una volta. Ma frattanto ancora un errore nasce da queste aggiunte, 

y III 

c M è che si aggiuDgerebbero di iroppo una vo/ia i 7 relativi al nuovo numero ossia a* b* ; 

abe 

per cui farà ancor bisogno di sottrarre questi ultimi, onde non resti propriameule che il solo termine 

7 (iV) di tutta la somma 2 7 { .V j. lufalti aggiungendo ì 7 relativi ai due numeri ed — * sì verrob- 
V / a 6 a c 

bero cosi a introdurre una xx>Ua tutti i t relativi al numero— e poi questi si introdurrebbero ancora 

abe 

una «ecorufa volta per raggiunta fatta dei 7 relativi al numero onde bisognerà infìnc togliere una 


N 


PC 

àV N 

a b 


N 

c 


a b 


y y y 

a e b c abe 


volta 2 7 Dopo ciò si avrà il risultato 7 (iV) =: A' 

\ n A c ab a c bc abe J \ a / \ A/\ e / 

Si vede or la legge che segue questa formola, onde potrà essa ammettersi in generale. 

A.° 19. — Un caso speciale avvertirò a parte ebe si deduce immediatamente dalla formola del ii.° 17: 
si è questo il caso di A = a A e..,. Per A' = o, si avrebbe da prima v (1)+ ^ (a) = a. Ora se la deli - 
Dizione generale di mimm primi e inferiori ad A, si modiQchi, pel solo caso di A’= 1 , in questa di 
numeri pnrni e non mperiori ad A, si è allora condotti a porre direttamente f (1)= I; per cui verrà 
poi, nel caso di A=a, il risultalo ^ (a) = o — 1 , come i d'altronde manifesto a priori. Anzi da questo 
fatto che si ha direttamente y(o) = a — 1, mentre ad uà tempo ^(o)=a — f(l), si è condulli a 
porre di necessaria conseguenza r(l)=1, come in virtù dell' ammessa defìniziune generale. Quando si 
abbia A = a A, verrebbe v (1) -1- f (a)+ v (A) -1- v (oA) =: a A; da cui r {ab) — ab — a — A -H 1 
= (o — l)(A — 1) = f (a) . r (A). Ancora per A=oAc, si avrebbe direttamente T(aAc) = oAc — aA 
— ac — Ac-l-a + ò+f — l=(a — 1)(A — 1) (c — t), ovvero v (oAc) = ^ (a) . v (A) . ^ (c); e cosi di 
seguito, pel caso di più fattori. 
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Or qucsC ultimo risultato non è che un r «!0 particolare di quesl'alira forinola rCP Q t(P). f( Q'). ?(/?)..., 

la quale ha sempre luogo del pari comunque siano composti i numeri /’, Q, H, .... purché solo primi fra 
loro a due a due. Mi contenterò pel momento di dedurre questa forinola da quella ammessa in generale 

per il valore di t(ìV). Supponiamo che si abbia P = a" a~' Qz=b'h,'‘ Il = t^ c, sarà 

il numero r(PQ /!...)= rfn" fl|“ .... b' b ef c/'....)=a”“' (n — l).»,"'”*' (a, — (4 — i) x 

*i"‘”' (*i — l)....c'''(c — I). e'' ' (C| — I)...., che rinviene appunto al prodotto r(P) . r((^). r(P)...., 
com'è manifesto; dunque la formola generale y(P Q P....) — r(P). r{Q). Darò in appresso una 

dimostraiione diretta di questa formula, pure indipendente dallo sviluppo della funziun r- 

N.° 30. — Facciamo intanto alcune osservazioni in proposito di questi risultati. Già si è veduto come 
per iV=l, si Ila direttamente r(0= 1- Del pari per A‘ = 2, si avrebbe direttamente r(2)=l, come 
anche si conrhiude dalla formula y(o) = n — 1 , |M)SIo a =z‘i. In questi due casi il valor di r(A’) riesce 
un numero impari: ma in tutti gli altri casi possibili sarebbe desso sempre un numera pari. Infatti nel- 

r esprèssione di r(n" b" c'....) = a”~* (n — l),4"’ ' (b — 1). c^' (c — I) i fattori a — 1, b — 1, c — 1 

sarebbero sempre pari, tutte le volle a, b, e,.... fossero superiori al 2; e quando anche uno d'essi a 

fosse — 2, gli altri b, c, diversi da 2, darebbero b — 1, e — 1 numeri pari. Se si avesse solo 

y(a") = a“~‘ (a — I), e che fosse a =2, allora venendo a — I =r 1 , sarebbe però n"~' = 2“~' un 
numero pari, tutte le volte che tn > I ; poiché altrimenti se m = I , si ricadrebbe allora nel caso teste 
avvertito di r(2) = 1 . Dunque f (.V) sarà sempre pari eccettuati i due soli casi di A' = I , e di ,V= 2. 

giiando fosse N = "2b'(f si avrebbe y(2 4" c'....) = 2" (2— f). 4“ ' (6 — 1).... = 6'^' (6— 1 ).... 

f(b' <f....), ciò che dimostra esservi tanti numeri primi e inferiori al dopjnn d' un iinimri quanti 
ne esistono primi e inferiori a questo impari medesimo. Ciò si può derivare anche più chiaramente dalla 
formola stabilita r(/’ Q) = f(P) . y{Q), posto P = 2. e Q = i = im))ari ; poiché ne verrebbe subito 
y(2 i) = »(2). r(i) = r(i), attesoché r (3) = I- 

Il numero delle radici primitive d'ogni equazione (n), ossia x' — f = Jttp, non dipendendo che dal 
suo grado n, qualunque sia il modulo p variabile, ed essendo tal numero precisamente quello degli intieri 
primi e inferiori ad n, sarà des.so pertanto marcato in generale dall’annotazione r(n). tjuindi si potrà 
dire che il numero delle radici primitive d' ogni equazione (n) sarà sempre pari , eccetto i soli casi delle 
equazioni di t.° e di 2.° grado, le quali non hanno ehe una .sola radice primitiva. Cosi pure che dne 
equazioni I' una di grado impari', i, e l’altra di grado dn}>pio di quetio m/utri, 2 i, avranno sempre lo 
stesso numero di radici primitive ciascuna. Si vedrà in appresso un accordo singolare fra questi risultati, 
ed altri che si stabiliranno io proposito di tali equazioni. 

A'.° 21. — Passerò adesso ad una nuova dimostrazione diretta, ed estremamente semplice della fun- 
zion r, la quale non credo che sottostia ad alcun' altra per facilità ed eleganza. 

Puniamo il numero .V=n.V, dove sia a un fattore semplice, che potrà ancora dividere più volte il 
numero lU, ovvero non più dividerlo altrimenti, essendo primo col mcde.simo. Tutta la serie dei numeri 

1,2,3 lino ad A', |iotrà considerarsi scomposta in n parti dì .V numeri successivi ciascuna, come 

si vede qui appresso; 

|l,2,3,.....v|:V-i-l,,tf+2 2,v|2#-h!,2,V-1-2 3v[ |(a — l,(a-t)Af-t-2,....«lf j. 

Ora nella prima parte essendovi naturalmente y (.V) numeri primi ad .V, è pur manifesto come in cia- 
scuna delle alU-e parli si avrà sempre la stessa moltitudine y (jV) di numeri primi ad M; poiché qualun- 
que termine di queste altre parti essendo della forma k.V+e, dove e rappresenti un termine della prima 


Digitized by Google 



n 

parie, sarà Uil numera i.V + r solamentt primo ad it, quando e lo xia; e cosi lo aarà tante volte in 
ciascuna parte, quanti numeri e primi ad M già si abbiano nella prima parte medesima. 

Pertanto in ciascuna parte avendosi sempre lo stesso numero p(;V) di intieri primi ad d/, ed essendo 
a le peni, si avrà io totale a volte p (M), ossia a . r(d/) oumeri primi ad M, compresi nella aerie dei numeri 
I, 2, 5,.... Quo ad A'. 

Ciò posto, distinguiamo i due casi di a divisore di df, e di a primo ad df. 

Se a divide M, allora .V contenendo da solo tutti i fattori semplici del numero JV, qualunque ^Iro 
numero primo ad A lo sarà ad M, e reciproeamente lutti i numeri primi ad df lo saranno ad A del 
pari. Ma in tutta la serie 1, 3, 3,.... A, vi sono eonteouli a.p(tl) numeri primi ad df; dunque ai 
dirà aversi qui a . f (df) numeri primi ad A, al quale pure sarauno adesso inferiori, la di cui moltiladine 
sarebbe marcata direttamente da p (A'): dunque si ha la formola fondamentale p (A) = f (a if) = « . p (df), 
propria di tutti i casi in cui a divida df. 

Se invece a non divide df, o cioè sìa primo con df, allora nel computo (atto degli a.f (df) numori 
primi solamente ad df, vengono pure compresi, come (ali, tutti i multipli di a per nuovi numeri, che 
fossero primi ad M, dati dalla (annoia na, dove aia tv primo con df. Questi multipli di a saranno tanti, 
quanti valori possano convenire t primi ad df, e capaci di dare a un tempo tva< A< a df; per 
il clià si esige che resti tv< df: onde questi valori di t* saranno precisamente tutti i numeri primi e 
inferiori ad df, e cosi essi in numero di p(df). Pertanto nel computo fatto da prima, si avranno com- 
presi f (df) multipli di a (ebe sono, come vedesi, tutti i multipli semplici di a, considerato qual divisore 
di A'), primi bensì ad df, ma che noi sarebbero rispetto ad A'; per cui dovranno i medesimi sopprimersi, 
onde non rimangono che i soli numeri primi e inferiori ad A; la eoi moltitudine sarà cosi marcata dalla 
dilTerenza n . p (.W) — pQlf). Dunque si conchiude la nuova formola p (A') = p(o jV) =(a — l).p(.W), 
propria di lutti i casi in cui a non divida df. Da questa formola, posto a =3, per cui ,W sia impari, 
si conchiuderebbe di già subito il fallo osservato qui sopra p (3 df) =p(df). 

Sia ora N = <T P, dove P non contenga più a. Applicando da principio la prima formola, si Ita suc- 
cessivamente p(A')= pCn.o"""' P) = o.p(a.o"~* P) = a f (n.o“~ P) = o“~'. p (a P). Ma, 

per la seconda formola, si ba adesso p(oP) = (n — l).p(P); dunque si conchtude p(.V) = p(a“P) 
= a"“' (a — l).p(P). Or della stessa maniera, se si suppone P = ò'Q, sì avrebbe p(P)=p(à"Q) = 
à’~* (6 — t).p(Q); e perciò p (A^ss p (a" à" Q)= a“~' (a — (fr — l).p(Q). Cosi pure, se 

Q = r'’/(, si avrebbe v(Q)= = (e — 1). y (W); ed in conseguenza y (A) = ? (a" à" c P) 

= a"~* (a — l).ò"'' (à — 1). i^~' (c — 1). y (P): onde in generale si eouchiude t (A) = y (a” 6’ c^...) 
= a"”' (a — l).ò" ' (A — l).c^ * (c — l)-—, qualunque sia il numero dei fattori semplici a. A, e 

Supposto A'=b“A'c^ Q=P. Q, questo processo ci condurrebbe immediatamente alla conclu- 

sione r (P Q)= V (P) . r ( Q). D'altronde ciò stabilito, pel caso di due fattori PeQ primi fra loro, si 
può facilmente estendere il teorema al caso di più fattori qualunque P, Q, lì, S,... primi fra di loro 
a due a due; avendosi infatti successivamente y (P Q P &..)= y (P) . y (Q P S...) = r (P) . ? (Q) . t> (P S...) 
= y (P). y (Q) . ?(P). y (S...)= ecc; onde la formola generale y (P QPS...)=y (P).y(Q).?(P) . y (Sf)— 

M." 33. — La dimostrazione precedente , alquanto modiAcaia , sì può ancora presentare in altro modo , 
che giudico pure di riferire, onde far meglio vedere con ciò come certe questioni sui numeri, riescano alle 
volte d' una ftidiissima soluzione, quando si proceda ad un'analisi immediata, e ad un esame ben diretto 
di questi numeri medesimi. * 

Supponiamo in generale A = a*‘ 6* c'....,e diciamo S il prodotto di tutti i suoi fattori semplici a. A, c,... 
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presi eiascDDO alla prima potónia , notando poi con M il quoziente ^ per cui sia il numero S = «“" * 4“ ' ... 

.... a 6 e.... = Jlf. S. 

Se scomponiamo qui la serie t,2, 3 JV, in M parti di S numeri successivi ciascuna, come è in- 

dicalo qui appresso 

1 l,2,3...SlS-i-l,S+2,....9St2S+» 3S| j(M-l)S-hì ¥S|; 

sari manifèsto che in ciascuna parte sì troverà sempre lo stesso numero r (S) di intieri primi ad S, 
per cui si avrà in totale Jlf volte r (S), ossia Af. r(S) numeri primi ad 5. Ma tutti questi numeri saranno 
pure a un tempo i soli c medesimi numeri primi ad IV, mentre ora a questo inrcriori, la cui moltitudine è 

d'altronde marcata da f(lV): dunque si avrà la formula r (iV) = M . r (S>=a”‘ 6 ’-‘e^' t(«4c...). 

Resta ancora a trasformarsi r (aàc.....). 

A tal One, posto S= ab c...= aq, scomponiamo la stessa prima parte, da f fino ad 5, in altre a 

partì di 7 numeri sucessivi ciascuna , | 1 , 2, 3... 7 ] 7 - 1 - I , .... 27 ] | (a — 1 ) 7 -H 1 ,.... 07 1 : avremo in 

ciascuna di queste novelle parti contenuti r(g) numeri primi al 7 ; per cui nell' insieme si troveranno 
a . f(q) numeri primi al 7 . .Ma in questo computo vengono pure a comprendervìsi lutti ■ multipli semplici 
di a riguardato come divisore di S = aq , i quali M a saran tanti quanti i valori dì ^ primi e inferiori 
al 7 , cioè 7 ( 7 ): dunque, sopprimendo questi 7 ( 7 ) multipli semplici di a, che non sono primi ad 5, sì 
avrà solo nella dilTereaza o . r ( 7 ) — 7 ( 7 ) marcato il numero degli intieri veramente primi ed inferiori 
ad S; onde si conchiude la fonnola ^ (S)= 7(0 4e....) = (o— I ). 7 ( 7 )= 7 (o) . 7 ( 4c....), osser- 
vando che si Ila direKameìile a — l=r(a). Or da questo fatto di 7 (a 6 c ....) = 7 (a). 7 (àc....) si 
deduce ancora successivamente 

y ( a 6 c... ) = 7 ( a ) . 7 (4 c...) = r (a) . r (4) . r (e...) = r (a) . r (4) . 7 (e).... = (a— f) (4— 1 ) (r— 1 ;.... : 

dunque si conchìudc la formola generale 7 (A 0 = 7 fa" 4* c'....) = a“”' 4'*"' c'”'‘....(a — 1)(4 — l)(c — I)... 

N.* 23. — Esporrò al presente la dìmoslrazionc diretta della formola r(P Q R...) — (P) ■ 7 «?) • 7 (R)— 
che ho di sopra annunziato; |>cr la quale non sarà pure necessario di considerare altro caso che quello 
solo di due fattori P e Q, facilmente estendendosi poi il teorema al raso di più fattori. 

Siano pertanto P e Q due numeri qualunque, ma primi fra loro per condizione. Se noi consideriamo 

la serie dei numeri I, 2, 3, PQ solamente rispetto a P, vediamo eome ciascun d'essi E potrebbe sempre 

esprimersi colla formola k P-\- e, dove sia e uno qualunque dei numeri 1,2, 3,....P, e sia k uno qua- 
lunque dei numeri 0, 1,2,.... Q — 1. Parimente se consideriamo tutti gli stessi numeri E rispetto a Q, 
vediamo pure come ognun d'essi possa esprimersi colla formola niQ -t- t, dove sia 1 uno qualunque dei 
numeri I, 2, 3, ed m uno qualunque dei numeri 0,1,2, P — 1. 

Questi numeri e ed < potrebbero riguardarsi in generale siccome i resti della divisione di tutti i nu- 
meri E divisi separatamente per P e per Q; salvo a prendersi il resto e = P, invece di e=0, per tutti 

i multipli di P compresi nella serie 1,2,3 PQ;e pure a prendersi il resto *= Q, invece di t = 0, 

per lutti i multipli di Q. Ma sarebbe pure indifferente, per l' esattezza delle conclusioni, il prendere 
e— 0, c = 0, invece à'i e — P, < = Q, nei casi qui detti ; ciò non influendo punto sul merito della questione 
che si tratta; solamente che, al modo convenuto, resterà il fatto più chiaro, e più preciso insieme. 

Ora avendosi ciascun medesimo numero E espresso per la doppia formola £=s:4P-)-e=:niQ-t-i, 
diro che, col variare dcll'f per tutti i ranghi della serie 1, 2, 3, PQ, i detti resti e ed t si succe- 

deranno in tutte le loro possibili combinazioni differenti; il numero delle quali è d' altronde espresso da PQ, 
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PSMniio P la tnolliliidiiie dagli a dirmi, e Q la iDoUiUidiiic degli «. Sari ciò proralo quando foociaai ro- 
dere che prendendosi ad esempio i numeri E all' intervallo di V alla volta, cioè di P in P per tutta la 
serie 1 y 9 , S , PQ , con che il resto r rimane sempre lo stesso , ri coirispooderanno ria via tatti i 

valori differenti di <; e quindi si avranno le combinazioni di dasoun medesimo e con tutti gli t. E ciò 

dicendosi per qualunque valore di e, come pure si verrebbe a dire- di ciascuno e medesimo r per ri- 
spetto a tutti gli e, sarà ben allora da conchiudersi che si avranno dunque tutte le combinazioni possibili 
di lutti i numeri e ed > associati a due a due, nessuna combinazione potendo mancare, e nessuna polendo 
essere ripetuta. 

Suppooiamo rafatli di tenere lo stesso e, e facciamo variare il k per tutti i suoi Q valori 0, 1, 9... Q — I, 
ciò che rinviene appunto a prendere i numeri E all' intervallo di P alla volta : e suppooiamo che si possa 
avere lo stesso resto c per due valori diversi di k, che siano k e k' ; ai quali corrisponderanno pure due 
valori diversi di m , che noto parimente con in ed m'. Si avrebbero allora nello stesso tempo le due relazioni 
fc’=*P-l-e = niQ-|-i,ed£* = i'P-(-e=ni’(>-l-e; le quali, sottratte membro a membro, ci danne 
la seguente (è — k')P = (m — m') Q. Or questa eguaglianza è manifeslamenle impossibile: poiché da 
una parte ciascun membro dovrebbe riuscire divisibile per P, e per Q, come Io è in evidenza l'uno o 
l'altro dei membri medesimi; e per l'altra parte, essendo P e Q in ipotesi primi fra loro, questa di- 
visibilità per P si ridurrebbe a verificarsi sulla differenza m — m' di due numeri già inferiori a P, e la 

divisibilità per Q si ridurehbe a verificarsi parimente sulla differenza k — k' di due numeri già inferiori a Q; 
il che è falso per ambedue i casi. Dunque si conchiude che ad uno stesso e noo potranno mai corrispon- 
dervi due resti t uguali fra loro; e perciò che vi corrisponderanno successivamente tutti i resti ‘ diffe- 
renti, in numero di Q. La dimostrazione sarebbe precisamente la stessa, quando si supponesse invece 
di tenere t costante; perchè le due equazioni, di cui si serve, potrebbero tenersi sempre le medesiaae: ed 
allora si conchioderebbe direttamente che ad uno stesso • vi corrisponderanno via via tutti gli e diffe- 
renti, io numero di P. 

Dunque nel passare dell' E per tutti i ranghi della serie 1 , 9, 3 PQ, i delti resti e ed e si suc- 

cederanno io tutte le loro combinazioni diverse a due a due ; ciò che è il punto essenziale che importava 
di stabilire pel nostro oggetto. 

Il fatto testé conchiuso si può presentare nel seguente modo , che riesce assai chiaro. 

Se, per la divisione di E per P, si riducano lutti i numeri E della serie 1 , 9, 3....PQ, ai loro valori 
e non maggiori di P, per cui vengasi a rimpiazzare questa serie colla seguente 

1 , 9, 3 P; 1, 9, 3, P; 1,9,3 P; 

dove il periodo 1, 9, 3,... P é ripetuto Q volte di seguilo; e se i medesimi numeri E si riducano invece, 
rispetto a Q, ai loro valori • non maggiori di Q; per cui vengasi pure ad avere la seguente serie 

1. 9, 3, ...<>; 1, 9, 3 <?; 1,9,3 Q; 

dove il periodo 1 , 3 , 3 , . . . . Q si trova P volte ripetuto ; scrivendo queste due nuove serie l' nna al 

disotto dell'altra, e prendendo poi i numeri corrispondenti in colonna, si avranno, nelle varie coppie di e 
ed I, tutte le combinazioni possibiH dei medesimi numeri; poiché, come si è dimostrato, uno stesso e deve 
trovarsi comiùnato con tutti gli t, e viceversa uno stesso t deve trovarsi combinato con tutti gli e. É facile 
veriBcare immediatamente questo successa sopra d' un caso pratico, prendendo ad esempio Ps IO, e Q ^ 91. 

Ciò premesso,, ritomiano all'oggetto che avevamo di mira. 

Qualunque numero E= k P -i- e =rtn Q -i-i non sarà mai primo a P se nmi quando lo sia il resto e 

che gli corrisponde rispetto a P, e non sarà mai primo a Q se non quando lo sia il resto i che gli 
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oorrigpondc rispelto a Q: onde se vuoisi che sia f primo ad un tempo a P ed a Q, cioè primu a PQ, 
si esigerà a lai line che si verifichino insieme queste due condìzioai di e primo a P e di < primo a Q. 
Da ciò si vede che si avranno tanti numeri S primi e interiori a PQ, quante combinaaìoni precisamente 
si succedano dei soli e primi a P, in numero di r(P), eoi soli < primi a Q, in numero di r(Q). Ma 
a ciascun e primo a P corrispondendo sempre tulli gli <, de'quali solo r(Q) sono quelli primi a si 
vede cosi che, per uno stesso e primo a P, si avranno solo f(Q) combinazioni di questo e eon i soli < 
primi a Q; onde essendo r (P) gli e primi a P, si avranno dunque iu totale r(P) volte ?(Q), ossia r(P). r(Q) 
combinaziooi differeoli, a ciascuna delle quali corrisponderà sempre un diverso numero E primo e inte- 
riore a PQ. Dunque la moltitudine di questi E sarà tanto espressa dal prodotto f(.P) .HQì, come dalla 
note r(PQ) convenute direttamente: perciò si avrà la forinola r(PQ)= r(P) • t(Q}, rlie si volea dimo- 
strare. 

N.* 94. — Uu dall'analisi fatta risultano pure delle altre conseguenze, che possono hen tornar utili 
qualche volta. 

Si vede che essendo P — r(P) la moltitudine degli e noti-primi a P, cd essendo Q — r (Q) la molti- 
tudine degli < non-primi a Q; si avranno cosi f(P) volle [Q — r(Q)] combinaziooi diOérenli degli e 
primi a P con gli i non-primi a Q; si avranno r(Q) volte [P — ? (P)] combinazioni dilferenli degli 
• primi a Q con gli e non-primi a P; ed infine si avranno [P — ?(P)] volte [Q — ?((?)] combi- 
nazioni differenti degli e non-primt a P con gli < non-primi t Q. \ queste varie combinazioni corri- 
spooderanuo sempre dei numeri E, i quali saranno o primi a P senza esserlo a Q, o pritnt a Q senza esserlo 

a P, ovvero non-primt né a P, nè a Q: perlanlo si coochiuderà che in tutta la serie 1, 3, 3 PQ, oltre 

r(P).y(Q) numeri primi a PQ, cioè primi sla P chea Q, si avranno poi r(Pj.[ Q — ?(<?)] numeri primi so- 
lameutc a P e noi»-primi a Qj sì avranno |r (Q). [P — f(P)] numeri primi solamente a Q e non-primi 
a P; ed infine si avranno [P — f (P)] . [Q — r(Q)] numeri non-primi a un tempo nè a P nè a Q. 

Si possono verificare queste conclusioni, mostrando come l’ insieme di tutti questi numeri equivarrebbe 

•ppunio albi totalità degli E compresi nella serie 1,3, 3 PQ, la quale è PQ precisamente. Infatti 

si ha la 8ommae(P).f«?)-t-r(P).[Q-T(0;]-1-t(to.[P-r(/’)]-l-[/»-»(/’)]-[<?-r((?)] = f>y. 
come si trova sviluppando i prodotti indicati , e facendo la riduzione dei termini, 

N.* 35. — .\i risultati precedenti si può pervenire ancora per un'altra maniera, già ammessa la for- 
meU f(PQ)~f(P).?(Q)- 

Se tutta la serie proposta 1, 3, 3, PQ, la scomponiamo in Q parti di P numeri successivi cia- 

scuna, avendosi allora io caduna porte r (P) numeri primi a P, si avrebbero cosi in tutta la detta serie 
Q volte f (P), ossia Q . r (P) numeri primi a P. Ma se vogliinsi contare solo quelli primi a P, e ttoa- 
primi a Q, bisogna che vi sopprimiamo fra questi tutti i r(PQ) numeri primi a PQ; onde rimane 
nella differenza Q.f(,P) — — f(Q)]-f(P) marcalo il numero degli intieri primi 

a P e non-primi a Q. Parimente se la serie medesiiha la scomponiamo io P parti di Q numeri succes- 
sivi ciascuna , avendosi allora in caduna parte r (Q) nunaeri primi a Q, si avrebbero in tutta la serie P .f(Q) 
numeri primi a Q; e da questi levandovi pure i r(PQ) numeri che sono a un tempo primi a P, ri- 
mairà solo nella differenza P.9(Q) — r (PQ) = [ P — f (P ) ] -r(Q) espresso il nttmere degli intieri pivmi 
a Q e non-primi a P. 

Infine se dai PQ termini della proposta serie, si tolgano tulli quelli primi a P, in numero di Q . ^ (P), 
e lutti quelli primi a Q, in numero di P. t(Q); e che si aggiungano poi una voka tutti i f (PQ) nu- 
meri primi a PQ, che vengono cosi sottratti due voile; rimarrà nel risultalo precisamente espressa il 
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Buinera ilei termiiM wm-primi sé i P aè » Q; il quale oiuttero sarà il eeguentr PQ — Q.r(P) 
— /* .r«?H-T(/*). f ((?)=[/*— f (/*)}.(<? — »((?)]. «ome *i è trovato di sopra. 

Quaado lasse P un Dumero primo assoluto, allora esseado f{P) = P — 1, e cosi P — r(P)=l, le 
Idmole preeedeaii si sempUficherelifaero per l' introduzioDe di questo fattore aguale ad I. Quando lasserà 
ad un tempo P e Q dne numeri primi assoluti ciascuno, allora per [/> — r(/';] = I, e [Q — 

= 1 , si direbbe che nella serie dei numeri i, % 3 PQ, si avranno contenuti (P— IXQ — I) .ao.- 

meri pWm a PQ, si avranno (P — I) numeri primi solo a P, si avranno (Q — 1) numeri solo /trtmi 
H Q, ed infine I solo termine non primo nè a P nè a Q, il quale sarebbe I' unico PQ. 

Per un esempio pratico, supponiamo P=10,Q = !i1, ciò clic dè v(P) = i, r(Q) = 1 avremo 

nella serie totale dei numeri l,3,3,è,b, 210, compresi r(P) • r (Q) = è • 12 = 48 numeri primi 

al 310; f(P). [Q — r(Q)] = 4 . 9 = 36 numeri primi solamente al IO, ma mn-jmmi al 31; f(Q). 
(P~ f(P)] = 13 . 6 = 7.3 numeri primi solamente al 31, ma rum-primi al IO; ed infine [P — f'.P'j] • 
[ Q — r(Q)] = 6 . 9 = 34 numeri non-prìmi nè al IO, nè al 31. Si possono facilmente verificare questi 
risultali, scegliendo da tutta la proposta serie i numeri appartenenti a ciascuna di queste quattro specie 
diverse. 

Parimente se fosse dato P = S, Q = 7, si avrebbero allora nella serie I, 3, 3 33, compresi 4 . 6 

= 34 numeri primi a 33; 4 numeri pnmi solo al 3; 6 numeri primi solo al 7; ed intioe I numero 
fioit-primo nè al 3 nè al 7 , che è il termine 33. 


S 4.* — Sopra alcune proprietà ringolari delle radici primitive delle equazioni Inmmie. 


N.* 36. — Comiucierb a dimostrare direttamene questo teorema : 

< Essendo a una radice primitiva dell' eq. (n), la diflereasa p — a sarè sempre una nuova radice 
• primitiva di questa equazione, quando n sia multiplo di 4, cioè della forma 4m , potendo ancora m 


> esser pari; sarè invece p — a una radice primitiva dell'eq. 



quando sia n muttijdo di 3 sola- 


> mente, cioè della forma 3m, notando qui m un naimem impon; e sarè ialine p — a una radice 

• primitiva dell' eq. (3 n), quando n sia impari esso medesimo. • 

Facendo le potenze successive del numero p — a, qualunque potenza di grado impari i riuscirebbe 
della forma (p — a) = Slip — a; e qualunque potenza di grado pari 3e riuscirebbe della forma 
(p — n) * = 3Rrp + s'*. Or perchè si abbia dalla prima di queste un risultalo della forma OtLp ■+■ l, 
si esige che riesca u‘ z=.jn,p — 1 ; e perchè si abbia il risultato 0Hjp -f- 1 dalla seconda , si erige che 
a questa forma si riduca pure la stessa poCen» a * cioè che sia a** = 3Hp-h 1. 

Nell' ipotesi di n = 4m, non potrè mai aversi a‘=3n.p — 1; poicliè , se eiè fosse, elevando al 
quadralo, verrebbe a’“ = 3H,p + 1. Or per ipotesi si ha solamente = 3ltp + 1; dunque biso- 
gnerebbe che fosse 3< almeno = 4m, od un multiplo di 4m, ciò che darebbe sempre il semplioe 

numero i = 3m, od = un multiplo di 3m, e cioè un impari eguafo ad un pari, il che è assurdo. 

Nessuna potenza impari di p — a potrè dunque mai fornire il resto 1 rispetto a p. In quanto alle po- 
tenze pori, ri avrè solamente (p — «)*' = mp -h I , quando sta a*'= .TlLp -I- 1 .- ma ciò non ha luogo 
se non quando arrivi 3e = 4m; dnntpie parimente non sarò (p — a) ‘ = 3R,p-t-l, se non quando sia 
3 e = 4 <n. Pertanto nella seria delle potenze successive del nnmero p — a , non avendosi il resto I 
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rispetto a p, se non quando ai giunga alla potenza di grado 4m, si eonehiude cosi ette airi p — « 
una nuova radice priuiiuva dell' equazione stessa (4m), alia quale a gii appartiene come tale. Chiaman- 
dola a', sì avrà la relazioBe p — '0 = a', ossia a-Ho'=p. 

Neir ipotesi di n = 9 m, si avrà bensì n = 3lLp — 1 , ma solamente quando arrivi ■ = m. Infini 
elevando a' al quadralo, viene o*'=r cmp+ 1. Ma si ha per ipotesi la prima volta a*' = smp -|* 1 ; 
dunque dovrà almeno essere 9 i =; 9 m , da cui a' = m. Così, per i — m, avendosi a‘ = o* = ■‘Dtp — I , 
ne seguirebbe (p — a)‘ = (p — «)"= .'JH.p -I- 1; cìé che prova essere almeno p — a una radice ordi- 
naria dcll'eq. (m). Ma sarà di questa una radice primitiva; perebi da prima nessun' altra potenza im^ri 
inferiore ad m, del numero p — a, non donando il reato 1 rispetto a p, nè anche ahntna sua potenza 
pori al di sotto di ni fornirà mai questo resto 1; attesoché non si avrebbe (p — o)”= 3ttp -h I , se 
non quando fosse a* * = OàLp -h I : ed or ciò non si avvera prima non solo della potenza m, nut nè 
anche dopo , 6uo alla potenza 9 m. Pertanto nella serie delle potenze successive di p — a, non avendosi 

ora il resto I rispetto a p , se non quando sì arrivi alla potenza dì grado m , si conchiude cosi che 

sarà p — a una radice primitiva dell' eq. (m) solamente. Notandola per 6, si avrà adunque la relazione 
p — 0 = 6, da cui segue a -H 6 = p. 

Nell' ipotesi di n impari non si avrebbe mai a' = — I; perchè, se ciò fosse, elevando al quadralo 

ne verrebbe o*‘= 3Itp -t- 1. Ma per ipotesi si ha solo la prima volta a" = JlLp -+- I ; dunque ab- 
bisognerebbe che fosse almeno 9 ■' = n, cioè un numero pari uguale ad un impari, ciò che è assordo; e 
siccome potrebbe ancora pretendersi che riuscisse 9i uguale ad un multiplo di n, e multiplo fiori in 
ispecie, per es. 9i = 9n, o 9i = 9àa, dove k sia impari, è da osservarsi però che, seguendone 
allora i = n, od i = à n, si dovrebbe avere necessariamcole la potenza a = .TILp + I , e non già , 
come si è posto, a = CtlLp — I. Nessuna potenza impori di a polendo mai fornire il resto p — I 

rispetto a p, nc segue che nessuna potenza impari di p — a potrà dunque mai fornire il resto I rispetto 

a p. In quanto alle potenze pari, non si avrebbe (p — o)*' = JICp -i- a* ‘ — .Tltp I, se non quando 
fosse o* * = 3Itp -4- 1 ; ciò che non si avvera la prima volta per una potenza pori , se non nel caso di 
9c = 9n. Dunque nella serie delle potenze successive di p — a, non avendosi mai il resto 1 , se non 
quando si arrivi alla potenza pari 9n , si eonehiude così che sarà adesso p — a una radice primitiva 
dell' eq. (9 n). Chiamandola B, si avrà pure la relazione p — a — B, ossia a-\- B — p. 

Del resto quest' ultimo caso del teorema proposto , non è cIk lo stesso secondo caso preso inversamente. 
Poiché data l'eq. (n), dove n sia impari, se si consideri ad un tempo l'eq. (9 n), di cui dicasi 0 una 
radice primitiva, abbiamo già, pel 9.* caso, la differenza p — B = o = m<l. prim. dell'cq. (n); onde 
segue che sarà la differenza p — a = B = rad. prim. dell'eq. (9 n). Allo stesso modo, dimostrato di- 
rettamente il 3.* caso, si dedurrebbe da esso il 9.°; poiché avendosi già allora p — a = B = rad:prim. 
dell'eq. (9n), ne deriva subito la differenza p — B=a = rad. prim. dell'eq. (n). 

N.* 97. — Riepilogando i falli dimostrali , si possono ora formoUre della seguente maniera : 

l.° • In ogni equazione di grado multiplo di 4, una metà delle radici primitive sono le differenie al 

• modnlo p dell' altra metà ; per cui si potranno esse associare a due a due in modo , da aversi sempre 
> la loro somma uguale a p. Quando si scrivano tutte queste radici primitive in ordine di loro grsn- 

• dezza crescente , saranno allora le radici equidistanti dalle estreme , quelle che sommale insieme 

• comporranno il modulo p. • Di qui si può concbiudere che la somma di queste radici primitive equi- 
vale a HR multiplo di p, come ciò verrà pei compreso in altro teorema generale, che si tratterà in 
seguilo. 
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9.* < fai do« equazioni , I' una di grado impan , e f alM di grado doppio di quest' impori ,■ tulle la 

• radici primitive dell' una equazione sono le differente al modulo p deUe radici primitive dell' altra 

> eqonziooe ; per cui si potranno esse associare a coppie , prendendo una radice da ciascuna equazione , 

> da aversi sempre la loro somma uguale a p. Se si scrivano tutte quelle d' un' equazione in ordine di 

• loro grandezza crescente, ed al loro seguilo si scrivano pure tutte quelle dell' altra equazione neiio 
» stesso ordine di grandezza crescente, sarauoo allora due termini qualunque cquidiatanli da^ eairani 

• della aerie totale cosi formala , quelli che somauili insieme comporranno il modulo p. > 

Qoosl' ultimo risullato si accorda pure col fatto dell' essere lo eletto il numero delle radici primilive 

di ciascuna di queste equazioni; avendosi sempre v(9i) = v(t), quando ■ sia impari. Del pari il risul- 
tato precedente è in armonia col fatto generale dell'essere sempre /tari il numero r(im) delle radici 
primitive d'ogni equazione di grado im, a partire da m = 1. Inoltre il detto 3.*> risultato si Yerilka 
pure pel caso di i = 1 ; avendosi i numeri 1 e p — I costantemente |>cr le radici primitive delle equa- 
zioni di 1 .° e di 3.° grada, come già si è osservalo; e vedesi che la loro somma vale appunto il 
modulo p. 

Chiamerò comptemenlo d' una radice a di qualsivoglia equazione, la differenta di questa radice al mo- 
dulo p, 0 ad un multiplo qualunque di p: cosl^ p — a, o più in generale .TICp — o, sarà sempre il 
eompletneHlo al modulo p della radice a. Chiamerò equazioni eomplementari quelle, le di cui radici primi- 
tive sono i complemetili al modulo le une delle altre. Cosi diremo : 

l.° • Ogni equazione di grado multiplo di i, cioè di grado 4 in. Ita sempre te iletsa per sua cyiui- 

• zione complemenlore ; dacché le radici primitive di questa equazione sono sempre le une delle alus; i 

• complementi al modulo p. • 

9.° • Ogni equazione di grado 9m, notando m un numero impari, ha l'cq. (m) per sua comple- 
» mentare; come viceversa l'eq. (m) avrebbe per sua eomplementare l'eq. (9 ni); poiché infaUi le 

• radici primitive dell' una di queste equazioni sono sempre ì complementi al modulo p delle raihri 

• primitive dell'altra equazione. • 

N.° 98. — I risultali precedenti possono ancora dimostrarsi per un' altra via più elrgaiile , die giova 
conoscere, atteso le osservazioni di rilievo a cui dà luogo nello suo svolgimento. Stabilirò a tal uopo 
alcuni principj fondamentali, la cui applicazione riuscirà poi di una massima utilità nella ricerca delle 
radici primitive dei numeri primi, e di tutte quante le equazioni binomie che vi si rapportami. 

Teorema I. — « Essendo A una qualsivoglia radice primitiva d' un’ equazione di grado pari (9 m , , 

• dove m possa ancora essere pori od impari, si avrà sempre la sua potenza di grado ni della forma 
■ 3ILp — 1,0 cioè sarà sempre d" = JILp — 1 . » 

Infatti la condizione A “ — I = 0114 ) si risolve in questa (d” 1) (d" — 1) = 3ICp. Or non può 

essere d" — 1 =aii,p, perché allora d non sarebbe radice primitiva dell'eq. (9m), lutto al più po- 
tendo esserlo dell'eq. fm): dunque dovrà ben aversi solamente d' I = , da cui segue .l" 

= — 1. In altro modo: fra il grado m di tale potenza d** e il grado 9m dell' eq. proposta esistendo qui il 

mass. com. divisore m, si ha cosi, per le proprietà note delle radici primitive, la potenza A" =z rad. prim. 


dell'eq. ossia dell' eq. (9). Or l'unica radice primitiva 


generale OTLp — I ; dunque si cooefaiude che sarà sempre d** == jn.p — I . 

Può qui notarsi che, come si ha la prima valla d*~ = 3tlp+ 1, nella serie delle potenze successive 
di .4, cosi iroverebbesi parimente la prima volta il risultalo d" = Jltp — I. Pokbè se si supponesse 
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■ai 4i aversi A' = 3ltp — i, dove sia-e<«n, ne verralifae aNora, elevando al quadrato, la |iotenza 
A ’ s=: 3)L,p-4- 1, dove sarebbe ìec^im, il che è impoisibiic , nell' ipotesi di A radice priniliva 
dei!' eq. (4 m). Da ciò si vede obe la condiiionc generale voluta di A*“ = OILp + I la prima ixdta , 
atìn di concfaiudeme legitUmameole essere A una radice primitiva dell’ eq. (3 m) , potrà ora surrogarsi 
con questa di .d" = on,p — t la prima valla, ebe ia tulio le equivale, essendo I' uno di questi risultati 
sempre immediala conseguenza dell'altro, e viceversa. E pertanto si ha di qui un mezzo di ridurre subito 
a metà il calcolo necessario per veriticare se un numero assegnato A sia radice primitiva d'una data 
equactooe (9 m); ciò che servirà pure a un tempo per il calcolo stesso di tutte le sue radici primitive 
e Bon-primitive , come si vedrà in appresso. 

.N.* >9. — Ttorema li. • Essendo A una radice primitiva d' un’ equazione di grado pari (3 m) , 

• sarà sempre la somma di due potenze dai gradi > ed m + i (dove t potrebbe essere un numero qu»- 

> lunque), uguale ad un multiplo di p, cioè che si avrà questa somma + d"* * = .TILp. > 

Infatti viene successivamente la potenza A" *‘ = A” . A' = (.'JR.p — 1) . .4* = aitp — A‘ ; donde si 

coDchiude la somma .1' + d“ * = OTLp. 

Questa formola ci dimostra di già questo teorema : < tutte le radici proprie e improprie d’ un’ equa- 

• zione qualunque di grado pari 3 m , sono sempre i complemmti al modulo le noe delle altre. > Quindi 
segue che la loro somma totale equivarrà sempre ad un multiplo di p; ciò che sarebbe anche vero per 
ogni equazione di grado impari, eccetto l’eq. di 1.° grado, come sarà dimostralo in altro luogo. 

Se tulle le potenze in discorso si riducano ai loro valori minimi al di sotto di p, mediante la divi- 
sione di es.se falla per il modulo p, cioè si riducano ai loro resti R^, inferiori a p, allora la 

forinola testé ottenuta donandoci R =p — H , ovvero p — R z= R , ci dimostra come , avute 
la melò di tutte le radici proprie e improprie dell’ eq. (3 m), ealcofalc per tu serie delle potenze di A , 

nel solo periodo da 1 ad m, cioè per lutti i valori di <= I, 9, 3, tino ad m solamente; si avrà poi 

subito t altra metà, sottraendo quelle dal modulo p, nello stesso ordine in cui si sono ottenute. Ura io 
questa jtrima metà delle radici proprie e improprie dell’ cq. (2 rn) sì troveranno naturalnicnte comprese 
cosi la metà delle radici primitive di tale equazione (:2 m), come la metà delle radici primitive di cia- 
scun’ altra equazione di grado iniériore « sumultiplo di 2 m : dunque prendendo p<ii i eomplementi di 
esse al modulo p, si avrà dì qui pure la seeonda metà delle radici primitive di tutte le dette equazioni 
medesime; ma svilupperemo meglio or ora questo fallo cosi solo avvertito. 

N.s 30. — Teorema MI. • Essendo a una radice primitiva d’un'equaz. (n), la differenza p — a sarà 

> una nuova radice primitiva di questa equazione, quando n = 4m; sarà invece una radice primitiva 


• dell' c(|. 



, quando n = 


2 m, essendo m impari; e sarà iniiiic una radice primitiva dcll’eq. (2 n), 


• quando n sia impari esso medesimo. > 

La radice primitiva a dell’eq. (n), potrà sempre aversi data da una potenza A‘ d’ un' altra radice 
primitiva A della stessa eq. (ii), e d’ un grado t, che fosse primo e inferiore ad n, o semplicemente 
primo ad n. Pertanto noi supporremo sempre A‘ = a, in queste condizioni di t primo ad n , e di .4 
già radice primitiva dell’ eq. (n). , 

Or nell’ ipotesi di n = i m, la formola del numero precedente divien questa .'JR.p — .4' = d* " , ovvero 
p — a = A*“ , dove si inienda anche la potenza A ridotta al suo valore- minimo e positivo al 

di sotto di p, mediante fai diviskne. Il numero 2 m contenendo qui da solo tutti i buori semplici diversi 
del numero 4m, ed essendo i primo a im; qualunque fattor semplice è di 4 m dividereUte cosi ognora 
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Ih perle 9m, non diridende imi le perle > delia Bomma )m + e; elide non dìYìdrrk mai cpteeu somma, 
e sari cosi il numero im-H« in opni omo primo a *m. Per conse^menza le fKMean equivarrà 

ora ad una nuova radice iirimliiva a' deH'eq. ( 4>n^: dnnqne sarà la diiremua p — a =: o' = rad. prim. 
dcH’eq. (4 m). 

Nell’ipolesi di nc=3m, si ha la formola p — a = A'"^‘. Or qui m essendo impari, ed t, come 
primo a Jlm, essendo pure tmfiari, la somma tn + idi due impari riuscirà sempre un nirniem {tari 
della forma per cui non sarà già esso primo a 2m, col quale amir.cllc comune il fallor 2. Ma 
jierii allro fallor- comune non poirà esislere fra qnesii numeri 2»i e 2i' = m-i>(: poiché qualunque 
allro divisor semplice i di 2in, diverso dal 2, appaiienendo uninmcnie al fcllore impari m, questo 4 
dividerebbe cosi ognora la parie in, senza peni dividere la parie < della somma m + c; onde non di- 
viderelibe. mai la somma intiera m-f-t, o ìk. Pertanto il 2 sarà il solo e massimo comun divisore 

u f \ 

fra lai numeri 2 in e 2 4: e quindi sarà la potenza A =.i =; rad. prim. dcli'eq. V 

dell' cq. (m); la quale chiamando b, ne verrà cosi la differenza p — a = 6 rad. prim. del- 
r eq, (m). 

Per iratiare d'um maniera diretta il terzo caso di n impari, supponiamo che A ei raptiresenli adesso 
una radice primitiva dell'eq. (2ii); qualunque potenza 2e di questa .4, dove sia e primo ad », 
equivalendo sempre a ma radice |>rimitiva dell'eq. (n), poniamo cosi .4** = a. La fermola del numero 
precedente diverrà in questo caso .“llt p — = ovvero p — n = d“'^*’. Ora il numero<« + 2e 

sarà qui (irimo a 2»; poiefaè nè il làllor 2, né qualunque allro faltor semplice 4 di 2», mai dividerebbe 
a un tempo le due partì delta somma ii -4- 2«, scni|>re dividendo l’una o l’altra parte: perciò sarà la 
]K)lei>za /4"'“' una nuova radice primitiva W delta stessa eq. (2«), alla quale A già appartiene; e si avrà 
cosi la dilferenza p — a = B— rad. prim. dell'eq. f2n), come restava a dimostrare. 

N.“ 31. — Teoreimi IV. » Data una radice primitiva ,4 d'iin' equazione di grado pari 2m, dove ni 

• pooM ancora esaere più volle pari, ovvero nn nHiiinm Impari; se si forma la serie delle sue potenze 

» successive .i' , A ,.4 A“, nel solo periodo da I ad tn; in questa serie si avrà già sempre 

» uno metà delle radici primitive di ciaseuna delle equazioni marcale da tutti i divisori di 2m; e i 

• loro complementi al modulo forniranno jioi nello stesso ordine l ' altra metà delle radici primitive di 

• queste equazioni, come si troverebbero se si ronliniias.se avanti la serie delle potenze da A” fino ad .4 • 

> Il fatto succederà però a questo modo: nelKipotesi di m pari, ossia di 2m multiplo di 4, avendosi 

• difeUaaicnle mm mrln delle radici primitive a d'ngni equazione (2 m) di grado multiplo di 4; l'altra 

• metà sarà data dai rtapettivi comphmetUi p — a = n' : onde fra le a dirrllatuenic otieiiutc , c le a' 

• cosi dedotte da esse, si avranno poi m completo latte quante le radici primitive dell'eq. (2p) di 

• grado imltìplo di 4. NeU’ ipotesi di m qualunque, ossia di 2ni una .0 più volte pori, avendosi dal 

• calcolo tatto uno metà delle radici primitive a d'ogui «piazione (2i), ed una metà delle radici pri- 

• mitive « dell' equazione eomplemenlare (i), suppo.slo che i rappresenti un nuniiTO impari; nei presi 

• coniplementi p — a = g' delle prime dette, si avrà poi l'a/rro metà delle radici prìmitìve della seta 

• equazione (■'); ed invece nei presi complementi p — t~a' delle seconde, si avrà l'dftra Hiclù delle 

« radici primitive dell'eq. (2i): onde alta fine si troveranno ad avere tulle quante le radici primitive 
» deH’cq. (2i), aell'iiiiieitte deNe ■ ottenute direllamenle , e delle a cosi dedotte dalle g; e pure si 

> iroveraiiBO ad avere tulle quante le radici primitive dell'eq. (i), beH'iasieine delta e dirctuimnle 

• cocMseiuie, e delle $' cosi dedotte dalle ». • 
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La dimoatraziOBe di questo imparUule leorenia , che cL sarà iininenaaneote alile ad calcolo dirclto 
delle radici primitive di tulle le equazioai rapportale a uso stesso modulo p, si ridurrà qui specialmente 
a provare come siano tutte le radici dedoii* sempre diflereali da quelle già «Mite dirtiknntnie, per ciascuna 
equazione a cui appartengono; e cioè come siano sempre le a' diverse dalle a, le a' diverse dalle », e 
le S' diverse dalle t. 

Consideriamo da prima le equazioni di grado tfi, dove m sia un mmero pari, odi' ipotesi che m 


sia pari esso medesimo; e poniamo il quoziciile ^ = da 


cui segue 2m = 2>tq; potendo anche 


rinscire ? = 1 , pel caso particolaie che l'eq. (3/u) fosse la stessa proposta eq. (Sin). 


F^sendo già H’ = r = ro(L priwi. dell'eq. 



ossia (3^), se si noli con e uno qualunque dei nu- 


meri primi a ìii, rd inferiori a m, sarebbe poi ogni potenza r* = d** = a una qualunque delle radici 
primitive dell'eq. (3 m), comprese in quella parte di calcolo fatto ddic potenze di A, nel periodo da I 
ad m: poiché, atteso e < sarebbe qe< qM < m. Cosi col variare ddi'c nei limili asaegnali, la fee- 
mola donerebbe quella metà delle radici primitive a dcH'eq. (2 m), die direltamenle si avreb- 

bero ili dello calcolo; o vale a dire die tutte queste radici a sarebbero espresse ddia forinsla A*". Ora 
|)cr il D.” SW , si ha qui li fommls generale 3H.p — = ossia p — a = A"'^’'. Ma essendo 

viene responcnle m qc = qt* -I- qe = q (/*-!-■ «), dove si vede già avere questo numero, 
cd grado 3m = Ìi/ia dell'eq. proposta , il faUor comune q: ma dico che sarà questo q inoltre il morrtmo 
commi dwinure fra lai numeri 3q^, c q(M -4- c). A tal fiDe si osservi che la questione si riduce a provare 
essere a> + c jirimo con (loiché allora non esistendo fra questi numeri altro comnn divisore che i' unito, 
manifestamente non esisterà fra i precedenti altro commi divisore die il solo q, dd quali perciò sara il 
massimo. Ma ora essendo c primo a 2.u, e d'altronde M essendo pari in ipotesi, qualunque foUor sem- 
plice à di iis dividerebbe sempre la parte n della somma M + e, senza mai dividere la parte e; per cui 
non dividerebbe mai esso 6 la somma intiera p-he: onde questo numero sempre primo con il p. Pertanto 
il massimo comun divisore fra t2»i = :2pq ed m -4- q c = (p-4-e) q essendo il solo q, si ha la potenza 


= o' = 4’ = roif. prilli, liell'eq. c così il comptemenio p — ^a = a' = 


altra rad. prim. dell'eq. Cip). Ma ciò che interessa qui di osservare si è die tulle queste nuove radici 
a' = dell'eq. (ip) saranno essenzialmente diftrenli da tutte quelle a = A’" gii avute, per essere 
bene gli esponemi m q c > m tntli diversi dagli esponenti q e < m, come lo sono i numeri p + e > p 
diversi dai numeri e < p, ciascuno dei quali é primo con ip. Onde sì conehìude che fra le radici a ed a' 
si avranno poi in completo tutte le radici primitive dell'eq. (2p), nessuna mancante, e nessuna ripetuta. 
Lonsideriamo adesso, qualunque sia m pari od impari, il sistema di due equazioni complementari (3i) 

^ fM 

ctl (i), dove sia i uii ninnerò impari. Poniamo il quoziente =q, ovvero il quoziente — r- = 2q, da 
cui segue im = iqi, ed m=zqù 

Cim\ *, 

.\vendosi già .4 =r= rad. prim. dell'eq. ossia (2i), ed .1 =f=. rad. prim. dell'eq. 


ossia (i); se sì noli con ‘ uno qualunque dei numeri primi a 2i, cd inferìon ad t, sarà allora ogni po- 
tenza r‘ = .l'‘ = it ciascuna ddle radici primitive dell'eq. (Si),, comprese in quelle parte di calcelo fallo 
delle potenze di .4 nel periodo da I ad m; e se si noti invece con » uso qualunque dei numeri primi 
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ai) I, C(1 inferiori ad sarà ogni puleuza = .->*' =t eia>cuua delle radici primitive dell' eq. (i), com- 
prese pare nella steetia parte di calcolo fatto testé accennata : piaeelié sarcMw 7 1 < 7 1 < m , e 


2 7 » < 3 7 . < ni. 

Ora il teorem del n.* 39 ri tiarebbe separatamente le due formule JHLp — 4 ** = d"’*’*', ed 3 R,p — d*’” = 
d"'*’*”', ossia p — «ssd*^** e p — * = d"'*'*’’'. Ma per essere m-=qi. si hanno gli e-sponenti 
ni d-7t=7i-l-7* = 7(i -!-•), ed m-|-27»=7i-(-27» = 7(i-t-2»). Essendo qui 1 primo a 3 i , c 
rosi t impari, come k) è il numero i, la somma 1 + 1 di due impari sarà un nummi pari tk, per cui si avrà 
ra -l- 7* = 7(1 -t-«) = 27*; il qual numero, paragonato roti 2m = 27i, ammetterebbe giti ron questo il 
fattor comune 27: ma ne sari anzi 37 il massimo comiin divisore, poiché il k riusrìrebbe primo con 1. Infatti 

i e k ammettessero ancora un qualche fattor comune questo dovrebbe pure dividere la parte • della 
somma i -t- » = 2*, ed in conseguenza non sarchile i primo ad 1, come né anche primo a 2i, contro l' ipotesi 
(atta di < primo con 2i; onde il k sarà bene primo ad i, e perciò iqk non avrà con 2m = 27i altro 


divisor comune che il solo 2 7. Pertanto sarà ogni potenza d""*^ = 4 ' d*** = rad. jirim. dell’eq 


( 5 ) 


ossia (f), vale a dire p — a=ze' = rad. prim. dell'eq. fi). E importa di ossenare come attualmente 
queste nuove radici dedotte C' = , 4 ""*^’’ sarebbero tutte diflcrcnti dalle radici e = d*’’’ avute direttamente, 


attesoché sono diversi gli esponenti m -t- 7 « > w, c 2q n < m, come lo sono i numeri 2* > 1 , e 2r < i. 


ossìa i numeri i >-^,ed it < ciascuno de' quali é jìtìuio con i. In conseguenza fra le radici S e 6' si avranno 


tnttc quante le radici primitive dell’eq. (1), nessuna mancante, e nessuna ripetuta. 

Invece essendo n primo ad 1, la somma 1 + 2 e sarà non solo un numero primo ad 1, ma anche primo 

a 2i; poiché nè il fattor 2, nè qualunque altro fattore del 2i, non dividerebbe mai ad un (cm|>o 

le dne parti-di questa somma i-t-2», sempre dividendone' però l'una u l'altra parte. In conseguenza 
tal numero i-t-2» es.sendO primo a 2i, l’esponente tn -t- 2 7 » = 7(1 -f- 2») non avrà col grado 
2m = 27f = 7.2i altro fattore comune che il solo 7, il «piale sarà rosi il massimo comun divisore fra 

ipicsti numeri: oude si conehiiide che sarà la poteuza /l"**’’’ = «' = =ra«/. ;>rim. dell'eq. 

ossìa ( 2 i); e cioè il complemento p — fT=a' = rad.prim. dell'eq. ( 2 i). E si deve qui pure osservan- 
«■ome sareblie adesso ogni nuova radice dedotta dilTrronle da ogni radice «=. 4 ** avuta già 

direttamente; per la ragione che sono ben diversi gli esponenti m 2q n > in, c q» < m, come lo sono 

i numeri i-t- 2 »>i, ed «< 1, cia»n«no de quali è primo coni i. Pertanto vedasi come dall’ insieme delle 
radici > ed «' si avranno ancora tntte quante le radici primitive dell'eq. (2i), nessuna mancante, e nes- 
snna ripetuta. 

(Questo teorema cosi stabilito d'nna maniera la più generale, ci dispenserà sempre dal formare la sc-rie 
completa delle potenze é'iA, dalla prima Ano a quella di grado 2 ni, nel calcolo diretto delle radici primitive di 
tutte le eqtiazioni procedenti dalla proposta (2m); solo bastando al bisogno il puro calcola della metà di 
silTatte potenze, cioè nel solo jierindo da I ad in. Si può osservare come si potreblM! invece calcolare di- 
rettamente la seconda metà, nel periodo da m a 2 m, partendo subito dal fatto di . 4 " — 1 , soppressi 

i multipli di p. 

l’n tale vantaggio non si ivrebbe ogniqualvolta il grado dell'eq. proposta fosse un numera impari /,- 
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esi^eDdosi allora di fare complelameu(e la serie delle potenze di A , dalla prima Qno a quella di grado /. 
Ma in questo caso pure si otterrebbe un altro vantaggio d'un geucre analogo; il quale consiste neH'aversi 
da prima a questo awdo Hirettameule tulle le radici priaùlive si deH'eq. </), come di ciascuna delle altre 
equazioni da questa procedenti, di grada t sumultiplo di /; e poi tosto, nei presi complementi, tulle le 
radici primitive dell'eq. (^/), e pure quelle d'ogni equazione (!2i). Anzi nel complesso della pratica ope- 
razione, quealo vantaggio sarebbe nel presente caso aache più scMibile di quello sopra osservato; a ragione 
delle meno avvertenze da usarsi dappoi, nella sedia o distinzione di tutte le radici primitive delie varie 
equazioni ebe si cunstderiuo. 

K.” 53. — Un'altra prupriclà. generale giudico qui d^ua di essere avvertita, la quale perù è già bea 
nota da antico, con tutte le conseguenze ebe ne derivano. 

Avendosi ogni potenza .1 =a = rad. yrim. dcH'eq. (n), quando A sia tale, ed < sia un numero )vrinio 
e inferiore ad n; si avrà ancora nello stesso tempo la potenza .1 =a=.allra rad. pri». della stessa 
equazione (n); poiché sempre riuscirebbe il numero n — > primo ad ?i, dal momento che lo é >. Quindi 
avviene il prodotto di queste due radici primitive Ua = /( .A’ = .1' = OK, p + 1 ; dù che rivela questo 

bel teorema: 

> In qualunque equazione (>i), si potranno as.sociarc a coppie le radici primitive, in modo da aversi 
> semj)re il prodotto delle due di ciascuna coppia eqmivz/enZe ad I rispetto a p, ossia della forma ge- 
• nerale OILp-1-1- ■ 

Queste radici primitive , che cosi associale danno un prodotto equivalente ad 1 , io le disliuguerù col 
nome d> radici primilii'e conjugale dcH'eq. (n). 

La dimostrazione precedente suppone che sia n > 3; poiché se fosse n = 3, allora non polendo ( essere 
altro che I , si avrebbe pure n — 1 = 3 — 1 = 1; e quindi non sarebbero già le potenze ed .l‘~* due 
radici primitive distinte dell'eq. (3), ma iuvcce la medesima radice primitiva p — 1 di questa equazione, 
che soddisfarebbe alla condizione (p — 1) =3n,p+ 1. Ur questa radio: primitiva essendo uiiiea di sua 
siKH-ie, non si poU'à essa cooc'cpire associala con altra al modo detto; per cui resta escluso necessariamente 
questo caso dal teorema generale stabilito. Lo stesso dicasi per l'equazione di l.° grado, la quale non ha 
altra radice primitiva che l’ unità. 

K.* 55. — Se d'un'cq. (n) di grado superiore al 3, si prendano tulle le coppie di radici primitive 
cuujiignlc, cioè in modo clic si abbia o«=3K.;>-t-l, /)ea=0ILp+t, rv = 3/Lp -t- 1, ecc.; molli- 

plicuudo queste coppie insieme, verreblie poi il prodotto di tutte silTatte radici primitiva a «. à g . c y 

della stessa forma 0H>p+l: onde si couchiiidc quest'allro teorema: 

> Il prodalla di tulle le radici primitive di ogni equazione di grado superiore al 3, riesce sempre della 
» forma 3IL p + 1 . • 

Se dell'er). (n) proposta si considerino a uu tempo tutte le equazioni iaieriori (»'), (n"), eoe. di gradi 
sumiillipli di n, escluse però le equazioni di l.° e di 3.” grado, e che si chiamino corrispondcnlemeute 

P',P ", i prodotti di tulle le radici primitive di ciascuna di queste equazioni (n), (n' ), (u" ), ere. ; 

ognuno di tali prodotti P, P', P ", eec. riuscendo della forma .7)tp-V- 1 , anche il loro prodotto totale sarà 

della stessa forma .til p -t- 1 : e cioè si avrà P. P' . P” = aitp -t- 1. Or tutte le radici (wirnilive delle 

delle equazioni inferiori («'), csscudo pure radici improprie dell’eq. (ii), in questo prodotto P. P'.P"... 

si avrebbero cosi comprese tutte le radici primitive c non primitive deH'eq, (ii), cschi^ solo le dim radici 
1 e y> — t delle equazioni di 1." e 3.° grado, quando n sia jiari, ovvero solo esclusa la radice 1 dell'eq. 
di l." grado, quando u sia iiiijìari. In questo ultimo caso di n im/iari, agghiuta la radice 1 coinè fal- 
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tore, si kvrebhe saapre il prtxieUe 1 . P. P' . P" .... rsjn, p+ I ; ciò che lUmoslr*: > il prodotto di tutte 
> le rwlici proprie e iniproprie d'ogui eqinxione di jn'ado impari i sempre della forma .7IL p + 1 . » Nell' altro 
caso di n pori, aggiuBgeudo invece eomc fattori le due radici maucauli I e p — I , si avrebbe il prodotto 
f . P . P' . P" p — l = l.(31Lp+l).(p — l) = JItp — 1; ovvero, notando con fi questo pro- 

dotto-completo, si avrebbe IIsr^DItp — t,da cui segue n-t-1=jll,p. Questo risultato ci dimostra 
che; > il prodotto di tutte le radici proprie ed improprie d’ogni equaxione di grado pari è sempre della 

• forma on^p — I; onde esso aumentalo dell' unità riuscirò sempre divisibile |>er p. • 

Del resto questi due risultati si possono ancora conchiuderc direttamente come segue. 

Easeodo A uua radice primitiva dell'eq. (n),ed e un numero qualunque solo infiriore ad ti, le )K>leiizc 
A' ed .d’~* saranno sempre due radici proprie o improprie dell' cq. (n); ed or queste darebbero in ogni 
caso il prodotto A‘. A" ' = A" — JHp + I. Quindi il prodollo di tutte le coppie di simili radici (che 
sarebbe il precedente PP" P”.... ) sarà anch'esso della stessa forma aiup-l- I. Or quando « sia Impari, 
rinumgeno ancora le potenze ossia le radici d* = 1 , ed .d" = 1 , che non si sono cantate frii le qui dette, 
non volendo prendere e = 0; ma aggiungendo mia polla questa radice I come fattore al prodotto delle 
altre, rimarrebbe però il prodotto di tutte sempre della stessa forma .Tlbp + 1. Invece quando n sia jiari, 
c |Muianio n = 2fn, oltre il valore di e = 0, sarà pure da distinguersi quello di e = m, che ridurreblK 
i4' = = .d" = p — I; per cui questa radice verrebbe a impiegarsi due volle, ciò che non si vuole. 

Prendendola una $ola volta , oome pure la radice I , si avrà uHora il prodollu completo di tulle le radici 
cosi espresso n = 1 . ( 3Itp + 1 ) . (p — 1 ) = 3Ibp — I , donde n -H I = 3lbp- Pel caso di n = 2 , si 
verilica ancora questo teorema, avendosi l.(p — 1 )-(- 1 = p = 3Tlp. 

N.° ói. — Quando fosse il grado n = p — I , che è sempre un numero pari, allora le radici primi- 
tive di questa equazioue — 1 =an.p sarebbero lutti quanti i numeri della serie 1,2, 3,...p — I. 
Perciò si coftehiude il prodollo di questi numeri (1.2. 3 p — I )-+-!= 3IUp, die si esprime dicendo : 

• il prodotto di lutti quanti i numeri inferiori a p, aumentato che .sia dall' unità, riesce sempre divisibile 

per p. » Questo è il nolo teorema di W'ilsos, clic si dimostra ancora diretlamenle per altre maniere, e 

che si può vedere in Poissot generalizzalo pure ad un numero qualunque A’. 

'i risultali lÌB qui olicnuli dedurendosi colla massima facilità, come allrellanli corollarj, dal Icoreina 
ili prima stabHilo per la formola ax=3fLp-h\; que.stn fallo ci prova cosi quanto riesca alle volle 
fecondo di molte belle conseguenze uno stesso principio semplicissimo, quando sia di quelli, die contengono 
quasi in germe tutta una teoria. 

Prima di lasciare questa materia, giudico utile di fare un'osservazione. 

Si ò veduto come, per ogni equazione di grado 4 m, si ha sempre fra dnc sue radici complementari 
a ed a' la rdazione o + a' =p. Inoltre per ogni coppia di sue radici conjugale a ed x, viene pure il 

prodotto aa = 3Ibp-l- 1: or può qui domamlarsi .se, prendendo a la stessa in queste dnc equazioni, 

possa mai succedere di aversi a un tempo l'altra radice a' = a. Per rispondere a questa domanda, sup- 
poniamo pure che si abbia o' =«: essendo a' =p — a, verrà il prodotto nx=nn' = a . (p — a) = .'JIlp -I- I , 
ossia ap — a’ = .TtLp + 1 ; donde segue a* =r .')»lp — I . Or per una ixirte sarcblie la polcmca a* = rati. 


prim. dell' eq. 



ossia (2 m); c per 1' altra parte .sarebbe il numero ."M/p — I =: rati. prim. dell cq. (2J: 


dun<|ue si esige che sia il grado 2m = 2, o cioè m=l. .\on sarà dunque mai a’— a, se non 
nel solo caso dell' equazione di 4.* grado sempHecmeiile ; c diffalli in tal caso non avendosi che due sole 
rullici primitive « e C, si deve ben verilicare fra esse la condizione « -)- « = p, come in ogni altra equazione di 
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grado mqhiplo di 4 ; e ad imi tempo la condizione « C = Slip + 1 , come in qiiihinqne altri eqaaziotie 
di grado superiore al ì. Queste due relazioni simultanee, esistenti Tra le due mdiei primitire dell' equa- 
zione di 4.* grado, ci condurrebbero facilmente alla scoperta di queste tnadcaime radici; come ciò v«rri 
esposto in alu^ luogo della presente Memoria. 

N.° SS. — Si è veduto precedentemente come il prodotto di tutte le radici proprie e improprie d'un'eq. (n) 
resulti della forma DILp ± 1 , secondo che impari o pari sia il grado n dell' equazione che si considera : 
or un analoga teorema si può ancora stabilire per riguardo alla somma di tulle queste radicir medesime , 
che è il seguente: 

• La somma di tolte quante le radici proprie e improprie d' un' eq. fn) qualunque , è sempre uguale 

> a un multiplo di p; vale a dire che, chiamando S tal somma, si avrò sempre S=3K.p. • 

Essendo a una radice primitiva dell’oq. (n), la condizione ■" — l^.jnp si risolve in quentn: 

o“^ -H .... -H o -t- 1) . (a — i) = .JHp. Ma non potendo uversi a — 1 divisMnle |)er p, perchè giò può 

supporsi a < p , si conchiude cosi che dovrà riuscire la somma 1 -|- o -t— 4 - o" ‘ tn 3 llp. 

Ora i varj termini di questa somma sono appunto 'le diverse rodici proprie e improprie dell' eq. (n), la 
cui somma totale è appunto quella indicala per S: dunque si ha precisamente S=JHp. È però da esclu- 
dersi il caso dell'eq. di ).* grado, la quale non ha altra radice che l'unifo. 

Quando sia n = p — 1 , si ha allora la somma -Hp — 1 =OR.p, ehc si enun- 

cia dicendo; < la somma di tulli quanti i nnmeri inferiori a p è sempre divisibile per p. • Va ben 
inteso die p è un numero primo, senza che lo si abbia ad avvertire ad ogni volta. 

Questo semplice teorema sulla somma delle radici d'un'e<|. (n), ci richiama l'idea ad un'altra que- 
stione più delicata, dove si domandi invece la tomma delle tale rottici primitive di qualsivoglia equazione, 
lo tratterò ancora questa materia in due teoremi di.stin(i qui appresso, dei quali darò una nuova dimo- 
strazione , poslochè sono essi già da tempo cooosciuli. Perù la dimostrazione che ne rilevo nell' opera di 
Gaiss (Ilech. Arilh. Trad. par Poiu,ZT-DEtisu;, 1807), essendo essa pure «strmiampule semplice, non 
tralascierò per tal motivo di riferirla in altro luogo di questa Memoria, quando avrò stabiliti i principi, 
(la cui essa dipende naturalmente. 

N:" 36. — Teorema I. • La somma delle radici primitive d' ogni equazione , Il cui grado n sia il pro- 

> dotto di soli fattori semplici presi ciascuno alla prima potenza, riesce sempre della forma .TtLp ± i, 

• sucondo che sia pari pari od impari il numero di questi fattori semplici medesimi. • 

Supponiamo in generale ti = aSy c», questi fattori semplici trovandosi in numero indicala (ter 

m. La serie del n.“ precedente A’ = 1 o -1- o’ -t- o""”' = contenendo tulle le radici proprie 

e improprie dell'eq. (n), si Compone cosi essa della riunione delle varie somme di radici primitive, che 
corrispondono a tulle le equazioni procedenti dalla (n), questa ancora compre.sa. Converrò in generale di 
indicare colla semplice annotazione S, la pura somma di tulle a sole le radici primitive dell' equazione di 
grado n; e cosi dicasi di qualunque altra equazione dai gradi a, «, y, ay, cec. ecc. Or esistnado 

varie equazioni dai gradi semplici a, à, y, t, »; varie equazioni dai gradi a«, .,..., e co.si delle 

altre; io converrò pure pel momento di indicare colla sola annotazione la .somma fatta di tutte le 
somme analoghe ad S^; coll'annotazione la somma fatta di tutte le somme analoghe ad C > ^ 

via di seguito: in tal modo la serie precedente verrà a scriversi come segue: 

* - 1-2 + ■+- ^«Cy ...t» = ^Itp. 

.àggiungemlo il termine ± f ai due membri di questa equazione, secondo che il deltu numero m sia 
pali 0(1 impari , si potrà ancora presentare la medesima scritta a questo modo ■ Q + ... tv — •'^P — * • 
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dove sia Q=l +2 + Z -)-Z , dz I. Sono qimla fama vedcsi subilo che sarà il 

uostro leerema dimostralo, lolle le volle che si venga a provare aversi sempre la parte Q = , vale a dire 

Q eyuMielen/* a aero , ossia ^ 0 , riapelto al modulo p. Consideriamo da prima aicuni casi particolari. 

Sia m=s: 1 , ossia n = a. Si ha in tal caso la parie (>= I — 1 s= 0, e quindi S^ = OILp — I. E 
difsUi la serie generale S ridnrrebbesi in questo caso alla soia seguente 1 + S, = :JK/p, da cui si ricava 
S^==3Hip — I. Per maggior semplicili delle deduzioni che seguono, io ometterò da qui innanzi di seri- 
vare tatti i multipli di p, valendomi pure dei residui legativi; onde aeriverò di preferenza :+; 1 invocc 
di 3ll>p d; 1 , e 0 invece di 3R.p. Di tal maniera il btto tmtè oaaervato si indicheri ponendo S^=z—. 1 . 

Sia m =9, c cioè *= a e. Si ha la parte <?= 1 -|-2 1 , ifeve Z Sg = ( — 1) 

-I- ( — 1) = — 1): onde segue Q = t — 9-(-l=r(1 — l)’=0, e quindi = -|- I ; che vale 

quanto a dire S^f=:3ILp-i-i, siccome già Q = 0 equivarrebbe a dire Q=.fHp. E per maggior chia- 
rezza di ciò , si osservi come si avrebbe più esitlamenie la parte Q=l-|-Sj-|-S^-)-l=:l-t- 3ttp — I 
+ .'m.p— 1 -H I =an..p-|-(l — 9-1- l) = 3ICp-|-(l — t)*=.3Itp-|- o = ,mpi ilomlc = 3Rp-t- l : 
lo stesso dicasi io tulli i casi cousiniili. 

.Sia ra = 3, ossia ii^aSy. Si ha la parte Q = l + Z Z — I. Or qui si trova 2 = Sj, 

-I- Sj -I- Sy = (-l)-|-(-l)-l-(-l)=3.(-l) = -5,S.S,' = S^e-i-S,y-l-S,y = (-l-U 
-I- (-1- 1> = 3 . (d- l) = -1-3; dunque y = 1 — 3 -|- 3 -H I = (1 — l/ = 0 , c per conse- 

guenza jy = .■Jttp — 1 = — 1 , ri.spcito a ;>. 

Sia ancora ni = i, vale a dire n = »5>'J. La parte (^ = 1 d- 2 -|- S -1- 2 1 , diver- 

rebbe ora la seguente, come è facile a vedersi, (i=l — 4d-6 — 4 1 = (1 — l/=0; onde si 
coneliiude pare = + napello * P- 

Per provare questo fetio in generale, suppooiamolo esso già verificato fino al caso di (in — 1) hlluri 
sempiici e,7,....c dimoolrerò che io stesso i anche vero per im fiUfore t/i più, cioè per m fattori 
semplici «, «, y, .... tri- 

A tal fine osserviamo che nel caso di m fattori semplici a, t, », si hanno manifeslamenle m 

somme analoghe ad luUe cqwuafeiiti a ( — 1) ciascuna, |ier cui sarà 2S^ = »i.( — 1) = — *«• Si 

avranno poi — 1-^ somme analoghe ad Sj,g, cia.scijiiu delle quali è et/uivalentc a (d- l) : “ade 


2S. 


m (m — 1) 


’atC ■ 


(+l) = 


m(m — I) mim — l)(»i — 9) , , , 

Si avranno somme analoghe ad 


tutte e^icafenti a ( — 1) ciascuna; per cui sarà 2S^{y = - 


9 . 3 
m(»H — l)(m — 9) 


9 . 


; e cosi di seguito. 


Andando agli aitimi termini, si avranno maiiifestameule tante somme analoghe con indice formato da 
(tn — 3) fattori, tante con indice formalo da (m — 9) fattori , e tante con iixlice formato da («i — 1) fattori, 
quante precisamente si aveano di soiuaie analoghe con indice formalo da 3 fattori, da 9 fattori, da I fattore. 
Ma , secondo che m sia porì od impari , il valor comune di delle somme sarelilte rispeltivanienle 
d=l,±l.d=l, riuscendo eorrispondentemeale (m — 3) impari o fmrì, (i« — 9) /tari od impari, cd 
(m — 1) impari o pan; e d’altronde fino a questo punto già si suppone pienamente verificaio il teorema. 
Dunque sì avrà la parte Q in generale espressa come segue: 


Q= 1 — m-V- 


m(m — I) m(m — l)(m — 9; 

9 “ aTs 


m (hi — lj(m — 9) 

■ 973 ' 


HI ()M — I > _ 

1 nCnidzl, 
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che rìnvteoe i Q = (l — ^>“ ^0, vele a dire Q = 3ILf. Or »i è bea trovalo ^ = 0, per 3 e i làUuri; 
doRqae aarii ancora Q = 0, per 9 e 6 huofi, per 7 e H fattori, e via di aepuito, per ^alumpie nu- 
mero « pari od tm/upi di fottori scaiptiei dell' n. In conaefueoni si avrà in tutti t casi la somma delle 
radici primitive dell' e<(. (ii) di questa furma generale S, = 5 ^, 5 ^ = ± I = .TtLpdr I, seeondn che 
pari od impari sia H numero m dei faltori semplici a, g, y, eompeaenti il grado n deH' equaaiooe 

che si considera, neasaoo di questi fattori trovandosi elevato a potente superiori alla prima. 

Come casi partieolari, cousiderianM le equaraoni di 3.* e 6 .* grado. Dicendo n e c le due radici pri- 
mitive dell' eq. x’ — I =; siLp, si ha fra queste la rclai'iooc «-t- 6 — 3K/p — I , ovvero a -t- e = p — I, 
già preodendo queste radici «ei loro valori mìnimi pesilivi al di sotto di p. Porimeale dicendo • a à le 
due radici primitive dell'eq. x “ — l=3ILp, si ha fra esse la relaaione a -t - 6 = .TILp -4- 1 , ovvero 
o 6 = p -t- l. D'altmode con»-t-S=p->— l,si ha par tempre «.C .01141 -+■ U ® a + i = p- 4 - 1, 

si ha pur sempre aàr=jlt.p-t- I : dunjue vedesi di qui un meno, mediante queste doppie reiszioui, di 
trovare direttamente le radici primitive delle equazioni di 3.° e di 6 .° grado, come ciò sarà .«viluppalu 
in altro luogo. Inoltre basterà solo di avere le radici primitive di una di queste equazioni , |ier es. le 
a e g dell'eq. di 3.° grado, deducendoseoe poi facilmente quelle dell'eq. di C.‘ grado, mediante i presi 
complementi p — x — b, p — g = a, supposto qui a la più piccola delle due a e g, ed a la più pic- 
cola delle due a t b. .Ma un' altra relazione singolare pur qui ne risulta fra queste medesime radici, fve 
daH'cq.a-l-li=p-i - 1 si sottra l'eq. 6 = p — «, rimaoc « = «-t- I ; e se invece dalla stessa a-i-4=p-i- I 
si sottra a=p — g, rimane 6 = g-t-l: donde si vede che le radici primitive dell' oq. di 6 .*> grado 
sono rispctlivanieule uguali a quelle dcH'eq. di 3.* grado, aumentate dell' unità ciascuna. Queste proprietà 
si possoDo ancora dimostrare direttamente, come si vedrà in seguilo. 

N.° 37. — Teorema II. < La somma delle radici primitive d' ogni equaz. (n), il cui grado n csnienga 
» un qualche fattore almeno quadralo, è sempre della stessa forma generale JHp. • 

Converrò dì indicare colla semplice anaolazione S (n) la somma completa di tutte le radici proprie e 

improprie dell' cq. di grado n : cosi la serie 1 -t- « -i- o -i- - 1 - o"~' = ,T)tp verrà ora a scriventi 

nel modo scgueole IE(n)=:3n.p. Da questa somma generale ^(n) si ricaverà sempre la |uira somma 
delle sole radici primitive dell' eq. (n), quando si sopprimano io essa tutte le radici appartenenti iHe 
equazioni ioferiori di gradi sumultipli di n. Or supposto n = dove sia x > 1 , ed a un fattore sem- 
plice , le radici a sopprimersi son tutte quelle che ammette l'eq. (a^~*) ossia • P^'' 

5. — S (n) — S ***• ^ 00 = 'TILp , e pure 5 — .TItp; dunque rimane = S = .TUp. 

Se sia n = dove uno almeno degli esponenti X e sia > I, dalla somma Z(n) bisognerà 

levare le somme 2 di tutte le radici delle equazioni * 6 ^), ed ma riò 


facendo , si leverebbe due volte la somma 2 radici a que.ste comuni , e apparteiienlì 

all'cq. (a^~' per cui converrà tal somma aggiungerla una volta, aflio di compensare l'errore. 

Or tulle queste parli sottratte e aggiunte a 2 (») = 01141 , <^lh> stessa forma 3Hp: dunque 

rimane sempre S, = 2 (n) — 2 ^ ^ ~ ~ 

Supponiamo ancora n = <s^g^ 7 ', dove sia imo almeno degli eaponenti X, /x, r, maggiore di I. Per 
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avere S., converrà qui da prima levare da Z(n) le somme S S 2 poi ajigiungervi, 

in eom|)enso di quanto si é levalo di troppo, le somme 2 ^ (?y) ’ ialine ancora 

levarvi la somma onde compensare l’errore ronimessu con queste aggiunte, che portano a 

introdurvi di troppo tutte le radici dell' eq. y' Ma Intle queste parti agginle e sottratte da 

2 (»)= •'Xt/t, sono pur destie della stessa (orma 3)Lp: dunque rimarrà sempre X. = cnup, per risaltato 
lisale di tutta l’ operazione. Cosi conlinuerebbesi , pel caso di più fattori elevati a potenze qualanqae. 

L'n' osservazione importa però dì fare, e si è di aeoertarsi veramente che tutte le dette partì a^iuate e sot- 
tratte da 2 (n) = 3H4> siano proprio ciascuna della forma Or questo avverrà sempre , fino a che il grada 


sia maggiore di I , ciò che c.sige essere almeno tmo degli esponenti sv, », .... dei fattori 
deir a, maggiore di I : poiché se lutti questi espouenli fossero a un tempo uguali ad I , allora si avrebbe 


= 2 («^ ' y’-' ....) = 2 (I) = 1 , c non = OKp. Ma questo caso è per condi- 

zione (^schiso dalla presente ipotesi, rinvenendo esso a quello invece esaminalo nel teorema preredente, 
di n = a C y .... Frattanto si vede di qui come si ivTrbIie una nuova dimostrazione di questo medesimo 
teorema, osservando che la questione si riduce sempre sull'ultima delle suddette parti aggiunte e sottriillr 
da 2(n) = .'JILp, la quale riuscirebbe sempre 2(l)=l, quando n = »Cy....: mentre tutte le altre 
parli sarebbero ancora della forma 3H,p. Perciò il risultalo delinilivo, pel valore di .S,= _ , non 
sarebbe più al momealo della forma .TTLp , ma invece della forma OHp ± I ; avvertendo inoltre che l ' tiltima 

detta parte, riducenlesi ad I, .sarebbe aggiunta in tulli i casi che il numero dei fatturi semplici ^,C,y 

fosse pori, e toltratla invece quando tal numero fos.se import. 

Se sia 11 = 4 m, sarebbe Sj_ = aTLp, perchè il 4 è un fattore quadrato dei grado n dell'equazione: 
è questo il raso già ronebiuso per altra via al n.° 97. Ma inoltre in questo raso speciale si può assegnare 
di più il valore preciso della somma S^_. Infatti essendo f(4 m) = p(9 . S »») = 2 . f(2 »n) il numero 


la somma 




delle radici primitive dcll'eq. (4m), si hanno fra esse solo 


f^_m) 

2 


ossia p(2in) coppie diflcrenti di radici 


eomplententari , la cui somma è uguale a p per ciascuna coppia, considerando queste radici ai loro valori 
mioiipi : quindi sarà manifestamente la .somma — f(2 m) . p. Se di più m fosse impari , polrcblie 
scriversi = f'm) . p , atteso che allora p(2 m) = f(m) : ma se «1 sia pori , sarebbe sempre 
p(2m)=2 f(m); come risulta dalla formola generale f(a iV) = a . fi-V) dimostrata al n.” 21, nei 
casi di a divisore di M. 

Parimente nel caso di due equazioni complcmcnlarì (2 ■) ed (i), dove i sia imjmri, sarebbe tuttavia 
= 3K,p, ed S^ = .THp, ogniqualvolta fosse t divisibile per alcun fattore quadralo: ma se i non si 
componga che di fiiUnrì semplici alla prima potenza, allora si avrebbe invece, pel leonuna del ii.° prece- 
dente, le somme distinte Sj. = JTLp± I , cd S=r 3 U,pip 1. Però ne seguirebbe in lutti i rasi la riu- 
nione di queste due somme S^.4-5 =9ILp, come ciò si viene pure a eunchiudere direttamente da 
quanto si è dello al n.* 27. Inoltre essendo f(2i)= f{i) il numero delle radici primitive di ognun.i 
di queste equazioni, sarebbe il valor preciso della somma -H = f(i) . p ; |:erchè si uvrebberu 
sempre p(t) coppie di radici complemeulari al modulo p. Cosi per i = 3 , sarebbe bi somma èi|. + = 2 p. 
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(L\PO II. 


S 1.* — Condizioni generali perché un nutn«ro dato sia radice primiiiva d’ un' equazione assegnata. 

N.® 38. — Considerando le due equazioni (nA)....z — 1 =3>Lf, (n)....x — 1 = .7R.p, si sa come 
ogni radice primitiva a della prima di queste, elevata alla potenza A, fornisce sempre una radice primi- 
tiva A della seconda; avendosi cioè sempre a* =b= rad. prim. dell'eq. (n), quando sia a = rad. prim. 
dell'eq. (nA). Ora una questione di mollo interesse qui si presenta ad esaminare, la quale è di vedere se 
mai altri numeri, che le sole radici primitive a dell'eq. (nA), potranno godere deila stessa proprietà di 
dare le radici primitive A dcH'eq. (n), colle loro potenze formale del medesimo grado A. Per risolverla, 
osserviamo da prima che questi altri nusneri, quando esistano, non potrebbero già mancare di appartenere 
come radici primitive ad una qualche nuova equazione, di grado m ad esempio; per cui la questione 
è ridotta a vedere se, oltre l'cq. (nA), possa ancora aver luogo alcuna nuova equazione (m).... i” — I =yiip, 
le di cui radici primitive, che noto per A, elevale alla potenza A, valgano a riprodurre le stesse radici 
primitive A deU'e(|. (n). Supponiamo che tale equazione esista realmente, e cerchiamo a scoprire le con- 
dizioni generali di sua esistenza medesima, come anche la natura del suo grado m, rispetto ai gradi 
delle proposte. 

Chiamando 6 il massimo comun divisore , che possa aversi fra il grado ni di detta equazione e il grado 
A della potenza a formarsi di sua radice primitiva A, sappiamo che questa potenza /t'equivarrebbe 

/“X j 

sempre ad una radice primitiva dell'eq. ( y ), cioè deU'cq. x — 1 =3Ttp. Or vuoisi per condizione che 

sia questa .4‘ = A = rad. prim. dell'eq. (n); dunque fa d'uopo che risulti il grado y=n, da cui segue 

m = n6. Questo fatto determina cosi la forma generale dell'm, che dovrà essere pertanto sempre un mul- 
tiplo di n, per un qualche divisor t dell' A medesimo. Ma ciò non basta; si esige di più che il I riesca 
veramente, come si è detto, il mass. com. divis. fra il grado A della potenza di d , e il grado m = n A dell'eq. (m), 
alla quale A si suppone appartenere : ora una tal condizione si riduce a dire che debbano risultare i quo- 
zienti — = n, ed -=i primi fra di loro, cioè debba i riuscire primo ad n. Dunque si conchiude che 
6 A 

le radici primitive A di qualsivoglia equazione (n A), varranno bene a fornire le radici primitive A del- 
l’eq. (n), mediante le loro potenze formate di grado A, tutte le volte che si verifichino a un tempo queste 

due condizioni; 1.® che sia A un divisore di A; 2.® che si abbia il quoziente j=i primo ad n. 

É facile verificare a posteriori come, dietro queste due condizioni , si avrebbe veramente la potenza d* = A. 

Infatti posto A = Al, se i è primo ad n, sarà A ilmass.com. divis. fra nA ed A; onde .4*= rad. prim. dell'eq. 

ossia dell'eq. (n), già supponendosi d = ro<f. prim. dell'eq. (nA). In altro modo, formando la potenza 

. / nA\ • 

A io due volte, si avrebbe da prima d“ = rod. prim. dell'eq- 1 ossia (n), e cioè d = A, —rad.prim. 
dell'eq. (n); quindi segue, per i primo ad n, la nuova potenza d^' = A' xx altra rad. prim. della stessa 
eq. (n), o cioè d* = A rad. prim. dell'eq. (n). 

Può sospettarsi, quantunque a dir vero nulla dia luogo a questo dubbio, che i due fattori A ed in 
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cui viene l'A a scomponi, debbano iooUre rinscire primi fra di loro: ma quesU condizione è al tnUo inu- 
tile e indiflerenle ; non altro mai esigendosi che questo solo del riuscire il quoziente - = i/»rimo ad n, 

quando si prenda per 9 un qualunque divisore di h. Infatti sufqioniamo pure che 9 ed t ammettano un 
mass. com. divis.T > 1, riuscendo cosi essi # = Xt, dove siano X e primi fra loro, da cui 

segue nJ = nXr. Essendo in ipotesi À=rad. prim. dell' eq.(n 4), si ha da prima la potenza d' = ^ = rod. prtm. 

dell' eq. (" ^)> altesoclic r sarebbe pure il mass. com. divis. fra i = Mv ed n 9 = nXr, dal 

momento che i primo con X, e pure m primo con n, qual fattore dell'i che è primo con n. Quindi verrà 

la potenza .4*^ =f^z= rad. prim. dell’eq. ^ riuscirebbe qui il mass. com. divis. 

fra 4 — xr ed n X, dal momento che r è primo con n, come fattore dell' i che è primo ad n intieramente. 
Dmxine si coochiude che si avrà sempre la potenza =: = b = rad. prim. dell'eq. (n), malgrado 

pure il mass. com. divis. r esistente fra i due fattori i e i, in cui si è l'A scomposto. 

N." 39. — Esaminiamo ora alcuni casi particolari. Quando fosse A un numero primo ad n, allora qua- 
lunque scomposizione si faccia dell' A iu due fattori 6 ed i, uno di questi riuscirà sempre primo ad n; per 
cui in tal caso si avranno tante equazioni possibili di gradi n quanti sieno in complesso i rfti’ùori dell' A, 
compresovi re stesso e f mutò ; potendosi prendere per S uno qualunque di tali divisori di A ; e le radici 
primitive di tutte queste equazioni godranno in comune della stessa proprietà di dare sempre le radici 
primitive 6 dell'eq. (n), colle loro potenze formate dello stesso grado A. Se sia A primo tu se non di- 
visore di n, allora non potendo prendersi che 6 = h, e t=-\, non si avrebbero in tal caso che le sole 
due equazioni proposte (nA), ed (n), le di cui radici primitive, elevate alla potenza A, valgano a dare 
quelle b dell'eq. (n). 

Quando sia A un divisore di n, o più in generale che non contenga A alcun fattore semplice il 
quale non divida n , potendo poi esso A non dividere n intieramente , allora non sarà possibile 

alcuna scomposizione dcll'A in due fattori 6 ed i, tale da aversi uno d'essi almeno, il fattore i ad esempio, 

primo ad n , se non è questa l' unica scomposizione di A in A. I, vale a dire che si prenda S = li, da cui 

A A 

segue beasi il quoziente -^ = t = - = 1 primo ad n. Dunque in tal caso di A composto di soli fattori 

semplici tutti già qaakhe volla contenuti in n, non vi sarà mai altra equazione che quella s<da di 

grado n A, le di cui radici primitive, elevale alla potenza A, possano ridursi alle radici primitive b dell'equa- 
zionc di grado n. Pertanto se, cognite già tulle le radici primitive b dell'eq. (n), si trovi che un numero 
A, preso anche aH'azzanlo, soddisfa alla condizione .d =b, questo solo fallo sarà sufficiente. Dell’attuale 
caso che si considera, per coDchinderne subito essere A una radice primitiva dell'eq. (nA). Simile con- 
clusione potrebbe anche farsi nel precedente caso avvertilo di A primo in se e non divisore di n, purché 
allora si accerti non essere già A una radice primitiva dell'eq. (n) medesima. Se poi invece si riconosca 
direttamente non appartenere A come radice primitiva all'eq. (n A), dovrà conchiudersi allora che sarà uni- 
camente l'.4 una radice primitiva dcH'eq. (n). 

Quando sia A un numero composto io parte di fattori semplici contenuti in n, ed in parte di altri 
fattori semplici diversi, cioè primi ad n; c per es. cite sia h-=gk, dove g rappresenti il prodotto dei 
primi delti , e A il prodotto dei secondi ; allora vi saranno pure tante equazioni dai gradi n 4, le di cui 

radici primitive, elevale alla potenza A, potranno donare (|uellc b dell' eq. (n), quanti Ibssero in totale 
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i divisori del solo k primo sd n; poiché, Dotaado per d uno qualunque di questi divisori del k, polii pren- 
dersi sempre 6 = gd, certi che ne risulterà il quoziente — =zi = —^ = ^ primo ad n. Ma non potrà 

mai prendersi per ^ se non i soli prodotti del fàUore costante g combinato con ciascuno dei divison di 
k; poiché, facendo diversamente, non riuscirebbe i primo ad n, come si esige di condizione. Se fosse k 
nn numero pròno tn te, allora non polendo prendersi che d = k, e d=1, e cosi i = gk = h, c 
4 =p. I = 9 , non vi saranno in tal caso che le sole due equazioni (n A) ed (ng), le di cui radici pri- 
mitive possano riprodurre quelle dell' eq. (n), colle loro potenze formate di grado A. Se dunque si abbia 
mezzo di accertarsi che un numero A, preso all'azzardo, non è radice primitiva deH'eq. (»g), mentre 
soddisfa esso alla condizione A =b = rad. prim. deU'eq. (n), si potrà di qui cunchiudere con tutta 
sicurezza essere dunque A unicamente una radice primitiva dcireq. (nA). Lo stesso dirasi nel caso che 
si riconosca invece non essere .d radice primitiva dcU'eq. (nA); poiclié lo sarebbe unicamente allora del- 
l'eq. (ng). 

*0. — Ma si può indicare una condizione generale , necessaria in tutti i casi a soddisfarsi , per 
ronchiudcme legittimamente essere il numero A, preso all'azzardo, una radice primitiva dell'eq. (uh), 
(piandu si verilichi il tatto di yl = A = rad. prim. dell' cq. (n). Invero se non sia A radice primitiva 
dell'eq. (hA), dovrebbe esserlo almeno d'uua qualche equazione (n$), dove sia é un divisore di A, ed 


h . . 

il quoziente - = i primo ad 


’I 


duiidc si vede che, nella serie delle potenze successive di ,4, si troverebbe sempre una radice primitiva 
dell' eq. (n), oiviii/i di arrivare alia sua potenza di grado A. Se dunque, forniaodo questa serie delle 
potenze di ,4, nel periodo da I ad A, non mai si incontri una radice primitiva dcH'eq. (n), pel valore 
di una di silfattc potenze successive, se non quando si arrivi precisamente alla potcoza di grado A, ciò 
sarà segno certo e immancabile dell' essere allora .1 una radice primitiva dell' eq. (nA). É questa la con- 
dizione a cui si alludeva poc'anzi. 

Nell' ipotesi di A divisore di n, ovvero di A non contenente alcun fattore semj^lice che non divida n, 
non potrà mai supporsi che un numero .1, il quale già soddisfaccia alla condizione 4=6 = rad. prim. del- 
r eq. (n), possa appartenere come radice primitiva a qualche equazione intermedia fra le due (nA) ed (n). 
Infatti se fosse .4 = rad. prim. d' un' c(|. (ii J) , posto h = $i, si av rebbe da prima la [witcnza .4* = 6 = rad. 
prim. dcH'eq. (n); e poi, chiamando r il mass. com. divis. fra i ed n, ne seguirebbe la nuova potenza 

,4®'=6*= rad. prim. dell'eq. ^—^,c non già .4® ’ = 4* = rad. prim. dell'eq. (n), come invece si 

suppone. Se dunque questa ipotesi di .4*= rad. prim. dell'eq. (n) abbia veramente luogo, non potrà 
allora l'4 mai appartenere, come radice primitiva, che alla sola equazione (nA), nell' attuale circostanza 
di A divi.sore di n, o non avente fattori primi con n. Se poi non si trovi .4^= rad. prim. dell'eq. (n). 


ma solo invece .4* = rad. prim. dell' eq. grado inferiore e suiuuitiplo di n, allora si conchiuderà solo 

essete 4 = rad. prim. dell’eq. Q**' innanzi, partiti dall' i|)Olcsi di A zs: rad. prim. dell'eq. (;i4), 

avendosi notato per r il mass. com. divis. fra i ed n, é da avvertirsi che sarebbe r=i, quaudu tosse 
A = éian vero divisore di n; ed allora sarebbe la potenza 4®' = 4* = rad. ;>rim. dell' e<|. P*™ 
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polrebbc riuscire t = i, anche quando h non dividesse «. In ogni caso però sarebbe ^ primo con — < 
benché non contenga i altro che fattori semplici dcll'n. Ad esempio se fosse n= 2^ . 3* . b*, n = « . « = 

3** . b’, per modo die S = 3*, < = b , sarebbe r= b*, donde viene — = b, e — i' . 3*, che é 

■ 

prtino con — . 

41. — Alle conclusioni precedenti si può ancora pervenire, ragionando io altro modo più semplice 
e più diretto. 

Il fatto di = b = rad. prim. deU'eq. (n) può succedere in due maniere diflereoti: o che si abbia ve- 
ramente ,1*=:b la prima voUa, nella serie delle potenze successive di .1, calcolate nel periodo da I ad A; 
ovvero che si abbia avanti un simile risultalo. Or quando fosse A =i la prima volta, ne seguirebbe pure 
la nuova potenza A — A* la prima volta: ma A" = 1 la prima volta, allesochè b=zrad. prim. dell'e- 
quazione (n); dunque si avrà pure /l'‘= I la prima volta, per cui si conrhiude che sarà A una ra- 
dice primitiva deH'eq. (a A). Se invece si abbia, acanti di arrivare alla potenza h, il risultalo .4^ = A tu 
prima volta, S essendo minore di A, ne verrebbe /I^" = a'= I la prima rolla-, per cui solo A =jvid. 
prim. dell'eq. (n6). In ogni caso però sjirà fl un divisore di A, se già si suppone .1* = A, questo A in- 
dicando una radice diversa dalla precedente: poiché avendosi di qui pure .4 =A’=:|,non potrebbe ciò 
accordarsi col fatto di /l" = 1 la prima volta, se non sia nA un multiplo di n A, ossia A un multiplo di A, 
vale a dire A un divisore di A. 

Se poi, cognite tutte le radici A, non si trovi mai nella serie delle potenze di un numero /l, preso al- 
l'azzardo, c fatte nel periodo da I ad A, una potenza che sia equivalente a qualche A, ciò sarà segno al- 
lora non appartenere A come radice primitiva ad alcuna equazione di grado multiplo di n, fra quelle 
considerate nei limiti da n fino ad nh. 

Dal sopra detto si può ricavare come nna nuova definizione generale delle radici primitive d' un' equa- 
zione di grado nA : infatti si può dire ; 

• Un numero .1 sarà radice primitive d'un'equaz. (nli), quando, elevato alle sue potenze successive, 

> doni la prima rolla un risultato di questa forma A‘‘ = b=:rad. prim. dell'eq. (n); o, ciò che torna 
• allo stesso , un risultalo di questa forma .4' = c =r rad. prim. deU’eq. (A). Quando fosse A = 1 , allora non 
» essendo e altro che 1 , dovrà cosi aversi la prima volta .4" = I = rad. prim. dell' eq. (1), affinchè A possa 

> dirsi una radice primitiva dell'eq. (n): ed or questa c appunto l'antica definizione già adottala delle 

> radici primitive di ogni equazione (n). ■ 

42. — I risultali a cui siamo giunti nei numeri precedenti , possono riuscire molto utili in varie 
circostanze, come si avrà frequenti occasioni di rilevare per il seguilo; frattanto vediamone qui un saggio 
nella dimostrazione immediata, che ne discende, del teorema già stabilito al ii.° 26. 

Date le equazioni (» A) ed (n), supponiamo A =2, ed n un numero pari. In tal raso di A divisore 
di n, qualunque numero .1, il quale soddisfaccia alla condizione A =b = rad. prim. dell'eq. (n), sarà 
indubitatamente nna radice primitiva dell'eq. (nA). Or delta a una radice primitiva dell'eq. (iiA) ossia 
(2n), si ha sempre a ■=b = rad. prim. dell'eq. (n). Ma elevando al quadralo il numero p — a, si ha 
pure il risultato (p — a)* = .'JIUp + o* = o* = A = rad. prim. dell' eq. (n): dunque si conchiude essere 
p — a una radice primitiva dell' eq. (nA), ossia dell' o]. (2n), dove n è supposto un numero pari, 
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cosi clic viene 2» a riuscire un multiplo di 4. Dunque se a =rad. prim. d'un'eq. (4tn), sari anche 
;> — 0 = iilira rad. prim. della stessa cq. (4 in). 

Sempre nell'ipotesi di A = 2, supponiamo ora che n sia impari. Essendo qui A un numero primo in se, 
e non divisar di n, n^ni numero A, che soddisfaccia alla condizione A =A,non |>otrà appartenere come 
radice primitiva che ad una delle due sole equazioni (nA) ed (n), ossia (2 n) ed (n). Or ilicendo a una 
radice primitiva dell' e*{. (2n), si ha il suo quadrata a =b = rad. prim. dell' cq. (n). .Ma elevando al 
ipiadrato il numero p — a, si trova pure (p — af = CKlp + a =za=b — rad. prim. dell'eq. (n); 
dunque sarà di certo p — a una radice primitiva o dell' eq. (2n), o dell'eq. (n). Resta ad escludersi 
una di queste due equazioni, per conchiudere p — a radice primitiva dell'altra; ma sarà ben provato non 
essere p — a una radice primitiva dell'eq. (2n), quando solo si dimostri che (p — a)* è equivalente ad 
1, rispetto a p. A tal fine si osservi die si ha direttamente questa potenza (p — o)’ = 3tlp — a, dal- 
l'essere n un numero impari. Ma la condizione a" — 1 = JILp risolvendosi in questa (o'-i-l)(n" — l)=3li,p) 
e non potendo per altro aversi o" — 1 = JILp , si conchiude cosi o" -l- 1 = JILp, ossia a" = JILp — I : donde 
segue (p — a)’ = JILp -h I. Dunque sarà unicamente p — a = ra<f. prim. dcU'eq. (n), quando sia 
o = rad. prim. dell' eq. (2n), nell'Ipotesi di n impari. 

Suppouiamo da ultimo che sia a una radice primitiva dell'eq. (n) di grado impari. Si ha qui il qua- 
drato della differenza p — a cosi espresso (p — n)* = JILp-l-o =o’ = a' = altra rad. prim. dell’eq. (n), 
poiché r esponente 2 di questa potenza di a è primo con n. Da questo fatto si deduce pure die sari 
p — a una radice primitiva dell' una di queste sole equazioni (2n) ed (n); resta ora ad escludere la se- 
conda, per couchiudere la questione in favore della prima. .Ma essendo (p — af = 3tlp — a", mentre si 
ha per ijiotesi o" = JILp-f- 1, ne segue (p — a)" = .TlLp — I = .JlLp -1- p — I; dal che si vede che 
p — a non sarà adesso radice primitiva dell' eq. (n): dunque lo sarà unicamente dell'eq. (2n), come si 
voleva dimostrare. 

Queste conclusioni sono infatti lo stesse già ottenute nei numeri 26 e 30 : solo è qui da rimarcarsi 
la facilità grande, con cui vi si arriva pure per questa via. 

§ 2.‘ — Sulla forma e mollititdine dei valori, che act/uisla una tomma di numeri 
primi c inferiori ad una potntia qualunqtie d’im numero primo attolulo. 

IS.° 45. — Ina questione importante ci conviene ora trattare, di cui faremo grandi applicazioni nella 
.sessione seguente. 

Consideriamo la serie di tutti i numeri primi c inferiori ad una potenza i d'un numero primo assoluto i; 
la cui moltitudine è marcala da . (i — l) = i“ * . p(i): e siano «, i”, qua- 
lunque di essL Combiniamo questi numeri fra loro , per via d' addizioni successive , in tutti i modi pos- 
sibili, a due a due, a ire a Ire, a q a q; e cerchiamo di conoscere quali e quanti valori sia per 

acqui-stare la variante loro somma di due, di tre, di q alla volta; la quale somma indicberenio in 

generale per e, sempre mteudendo questa presa pure nel suo valore al di sotto di ■*', a cui si renda, 

mediante la divisione, qualora non risultasse direttamente e minore di ", La questione pertanto sarà di 
esaminare da prima quali valori vengano ad aversi per le somme parziali e = i e zz= t -p-i' 

e = I -t- «' - 1 - r” -f-v'", ecc. , e in generale per la somma e = • -l- *' - 1 - «" -L- -t-»'*"'’ composta 

di q termini, allorché si facciano variare simultaneamente in queste somme ciascuno dei termini che 
le compongono , per tutti i suoi medesimi f(i") valori differenti che gli competono ; c poscia , occor- 
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rendane di |;>ui epecie , sarà di csamiiiarc quanti valori prccirvameiitc si abbiano di riasruna specie in 
particolare. 

*4. — Consideriamo da prima il caso di soli due termini , e cioè della somma c = r -f- Dico 
che, mantenendo ad un termine • un valore costante, c facendo passare invece l'altro termine t' per 
tutti i suoi p(0 valori che può ammettere, si avranno sempre, nei f{iT) valori di e risultanti, varj 
midtiptì templiei di ciascuna delle potenze di t, da quella di grado m lino alla potenza prima, olUe poi 
varj multipli templiei di I , cioè numeri primi e inferiori ad i . Inoltre di ciascuna delie prime specie 
si avranno precisamente tanti valori diversi , quanti numeri esistano primi e inferiori alla potenza conjugala 
di quella che si consideri; salvo il caso dei multipli semplici della potenza zero, ossia di i = i , per i 
quali mancherà questa legge generale, riuscendo essi in numero ben minore di fCi"), contro la conclu- 
sione a cui ci porterebbe invece la detta legge estesa a questo caso. 

Sia io generale un mulliiilo semplice d'una potenza qualunque i"”" , eccettuato il caso della 

potenza zero, che si avrebbe per n=:m, lino al qual punto non si estenderanno così mai i valori di n, 
solo limitandoli alla serie 0, I, 9, ....m — 1; dovrà M per condizione essere primo ad i, cioè non più 
contenere il fattore i; poiché altrimenti non sarebbe ^i" '' un mulliiilo semplice della potenza riu- 
scendolo invece di qualche potenza superiore. Per dimostrare che si avranno sempre parecchi valori di e 
di questa forma basterà far vedere che esistono dei numeri r', corrispoodcoti al valor fissato ad *, 

capaci di dare la somma <+<'= mi ", qualunque valore abbiasi fi. Or questi valori di per cia- 
scuno valore di m che venisse assegnato, non («trebbero esser determinati ebe dalla sola formala — c; 
per cui la questione si riduce pure a vedere se tali numeri * — < siano essi primi cd inferiori ad i“, 
e rosi valori proprj o convenienti dell' >' , necessariamente allora compresi nella serie che tutti li contiene. 
Ma è manifesto da prima che sarà bene il numero dato dalla formola fx'"* — < primo ad i”, dall'essere 
già tale il termine < medesimo; poiché l'unico fattore semplice i della potenza dividendo sempre il 

termiue >ii“ ", senza mai dividere l'£, non dividerebbe cosi mai la differenza — «; onde questo 
numero sarà primo ad i". Quindi sarà il medesimo un valor conveniente di per ciascun valor di tx, 
tutte le volte che risulti e.s.so ancora inferiore ad i". Ma posto i' = ;xi* ’ — i, ed avendosi per condi- 
zione la somma e ^ infèriore ad i",sarà cosi bene questo «' < i” : onde l'esistenza 

dei valori di e di questa forma e = ao”"' rimane a questo modo in generale dimostrata. Ma d'altra 
parte , perchè sia < i" , importa che si mantenga ax < i , nello stesso tempo che questo a* 

è già primo ad i* : dunque si vede che si avranno tanti valori di M differenti , quanti numeri 
esistano primi e inferiori alta potenza eonjngata i* di quella i" * che attualmente si considera ; la moltitu- 
dine dei quali é in conseguenza marcala da p(i*). Dunque si conchiude che si avranno appunto p{C) va- 
lori della somma e = < -f- a' riducentisi alla forma <^he é quanto si cattava di stabilire. 

Questa conclusione essendo tutta fondata sul fatto che il numero Axf*~* — < é primo ad ■ , per la ra- 
gione che una sua parte A£i~~' è sempre divisibile per i, mentre non lo è mai l'altra parte r; verrrbiie 
essa per ciò a mancare della sua base principale, e cadrebbe necessariamente in fallo, qualora venisse il 
fattore i del tutto a scomparire dalla detta prima parte A^i"'^, coll' ipotesi di n = m, clic la riduce al 
solo fattore it , ossia a ax - 1 : onde questo caso speciale non va compreso coi precedenti , |tvrché d' una 
natura affatto diversa, e dovrà quindi essere trattato a parte. 

L'n'altra osservazione da farsi è pur questa, che se dato l'r, e formati già tulli i multipli semplici 
della potenza i , prendendo per A< tutti i valori primi e inferiori ad i*; si volessero |)oi vrnimrnte 
trovare in pratica i valori corrispondenti dell's', capaci di dare ad ogui volta la somma < *; 
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•fucsti valori di <' , calcola(i colla forinola " — <, potrdibem alcune volte riuscire diretlameDle negalivi; 
ma allora non si prenderebbe, in luogo di essi , che i rispettivi loro complementi ad i~. Per esempio, se 
avvenisse — * = — > , si prenderebbe solo t ' = i“ — ) : se non che si avrebbe poi nella somma 
S = — t — f' una partei , che dovei andar soppressa, 

come si è detto, onde ridurre ogni valore e di queste somme al di sotto di i**. Così farcbbesi, quando vo- 
lessero evitarsi i valori di <' nepatim; ma però ninna diflioolU si avrebbe pure nell' adottarli , invece dei 
potitivi eorrìtpondctUi ; tenuto conto che qiunt/i valori negativi si impieghino di questo i’ , altrettanti va- 
lori patitivi del medesimo verrebbero lasciati fuori; per cui il loro numero totale sarebbe sempre lo 
stesso PCO» corrispondendo ciascuno a ciascuno dei f(‘^) valori di m. 

Sviluppando i diversi casi del fatto generale testé concbiuso, che cioè si hanno sempre rfi") multipli 
semplici d' ogni potenza i“*" , con porre adesso successivamente »i = 0, 1 , i, . . . . n , . . . . m — I , si verrà 
cosi alle seguenb distinte conclusioni; 

• Nella variazione completa del solo termine t' , tenuto l'< costante , si avranno sempre, rispetto alla 

• somma e = 1 +»' ,p(i“)=p(l)=l valore di e = ossia = i“; come ciò è manifesto direttamente, 

• non polendo qui essere che ^ = 1 , c quindi non esisCeudo che un tota valore di c' = 1 “ — < capace di 

> dare la somma e 1 ’ = i " ; si avranno p(i) valori di a = pt'~' , f(i^) valori di a = • f(i") 

■ valori di a = Mi" . f(i"~') valori di e = pi. • 

Se si prendesse ancora n = m, sarebbesi condotti a dire che si hanno a un tempo (i") valori di 
a = M . I , cioè primi e inferiori ad i": or ciò è apertamente falso, come già sì è annunzialo, non avendosi 
qui in lutto che soli r(i’) valori di a, una parte dei quali già contiene il fattore i, come sono tutti i pre- 
cedenti. Ma si vede intanto da ciò, che si avranno bene tulli i valori di a risultanti primi a inferiori ad i", 
togliendo ora semplicemente da r(i") l'insieme degli indicali multipli delle varie potenze dii; e cioè a 
dire che sì otterrà il numero degli aprimi e inferiori adi'", sottraendo da ^i") la somma dei nttnteri 
r(l), f(i) , T(i*) »(•” ')> di lutti quelli a, che ammettono il fattore 1 . Questa somma .si sa essere 




e iuferiori ad i" , solo espresso dalla dilTcrcuza r(i") — j(|") . fi Li _ *1ÌJ! , ff/,v | ] . 

KO KO 


la quale dimostra come l’ insieme degli avuti multipli di 1 venga ad occupare di tulli li rfi") valori di a la 

1 I 

sola parte aliquota marcata dalla frazione ossia • 


N.° 4S. — Or questi risultati avendo luogo sempre allo stesso modo, ogni qualvolta si faccia variare 


completamente imo dei termini della somma • + <' ; niente impedisce per altro di supporre successivamenle 
assegnalo in principio aU' altro termine ciascuno dei medesimi r(i ) valori che pure gli sono dovuti, il 


che eqnivalc implicilamcule a far variare ancora quest' altro termine allo stesso tempo che il primo dello. 


Ne avverrebbe allora che lutti i risultali qui avvertili sarebbero f( i") volle ripetali in ciascuna specie, nella 
totalità dei r(i") volle r(t"), ossia r(i"/ valori di c, cive alluaimcnie si ulierrebbero ; vale a dire che si 
.ivranno in dclìnilivo r(i”) volle 1 valore di e = M«" t K* ) valori di e = i" ; pure v(i“) volte r(i) 

ossia y(i').r(i“) valori di e = yi“ »(i*; . f(i") valori di e r= t(0-v(O •*' 

I Hi") 

c =: fxi"^ , . . . v(i"~ ).r(0 valori di c = pi ; ed infine ^ • [r(f) — l] . ?(0 valori di e primi 


e infcriarì ad i". 
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Quest' ultima forinola , moltiplicando e 
Ki-)' 


il 

dividendo ancora per ^i) + 1 , rinviene alla seguente 


- — L. . — ; e sotto questa forma si vede allora come sia gU essa un caso parlicoiare della se- 

K.-)' K0'=l . .. 


guente funzione generale cosi notala: 4(9 1 ■ ) = 


> che dimostreremo qui appresso 


KO + « 

esprimerei sempre la totalità dei valori di e risultanti primi e inferiori ad i" , dalla completa variazione 

di tulli i termini della somma e • -i- <' -t- c" + + composta di q termini; il doppio 

segno ± corrispondendo rispettivamente ai casi di q impari e di 9 puri: onde, pel caso attuale di due 

r(')‘ r(0*-l 


termini , ossia di 9=2, potrebbe di già scriversi semplicemente 4(2 , T) = 


KO 


KO + 1 

Inoltre, pel caso particolare di 9= 1 , si avrebbe pure il valore 4 (f , i") = r('")> ® d'altronde 

manifesto; giacché prendendosi i numeri < uno ad uno alla volta, si hanno a questo modo tanti valori di 
e = t primi e inferiori ad ■", quanti sono gli < medesimi, cioè dunque si potranno ancora pre- 

sentare i risultali precedenti formulati come segue: 

< Dalla completa variazione d' ambedue i termini della somma e =:(-)- i' , verranno sempre a risul- 
■ tante 4(1 , T) valori di e = f“, r(i) . 4(1, i") valori di < = m'*”' i ■ 4(' . O valori di 

• e = fjj~ * t( 0 • 4(1 , O valori di e = fii“ ", r(f^) • valori di e = mi, ed 

• iniiae 4(2, i“) valori di e primi e inferiori ad i“. » 

N.v 46 . — Passiamo al caso di 9 = 3 , cioè della somma e = « + «' -+- É chiaro che , dopo 
fatte tutte le possibili combinazioni di due termini t ed per avere quelle di tre termini i, 1', t", 
basterebbe ora di addizionare con ciascuna delle formale somme di due termini successivamente tulli i 
r(i‘') valori che competono egualmente al terzo termine: onde la questione si ridurrà ad esaminare ciò 
che avviene , quando a ciascuno dei precedenti valori di e si aggiunga nuovamente il termine <" , varia- 
bile per tulli i suoi v(i^ valori possibili. 

Due casi sono a distinguersi , secondo che il valore che si prenda di e = < -4- •' sia qualunque di 
quelli multipli di 1, ovvero uno di quelli primi ad f. Supponiamo da prima quest’ultimo caso: allora ag- 
giungendo ad uno stesso e, primo c inferiore ad i“, successivamente tutti i valori di verranno qui a ripro- 
dursi le stesse fasi già notale nel n.° 44 ; e cioè che si avranno della somma nuoto ez=atUico e-f-t” 


i valori seguenti: I valore del nuow e = i“ , v(i) valori del nuovo e = ia" 


= valori del 


nuoDo e = /!■ . 


ed infine 


r(n 

KO 


[r(0 


f(r) valori del 
— - 1] valori del 


nuovo e primi e inferiori ad 1 . E ciò avverandosi per qualunque valore dell' aniieo e primo e inferiore 
ad r , la cui moltitudine è maKata da 4 ( 3 1 “)> vedesi come questi risultati si ripeteranno 
>t( 2 , i”) volte per ciasenna delle dette specie. Se invece il valore dell' antico e, a cui si addiziona 
sia uno qualunque della forma allora è manifesto come tutte le novelle somme m' ’ + vosi 

formate riusciranno sempre numen primi ad i~, al di sotto del quale pur si riducano ad ogni volta: 
onde- si avrà di qui un'altra moltitudine di nuoci numeri e primi e inferiori ad i", la quale verrà mar- 

oT"!* * 

cata dal prodotto del numero , esprimente quanti erano gli anticAi e multipli di i, moltiplicalo 

A*/ 

per il numero j,{i”) dei valori di •" die vi si addizionano. Quindi , riunendo questo nuovo numero 
• KO «1 precedente dello • M) — 0 • 4(3 > '")> ®vrà neUa loro somma rappreaeniaia la 
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inlalili dei nuovi noineri « che risultano primi e inferiori ad C. Or queaui somma rinviene suceessivameme 


alla seguente: ^ • [p(0 — 1] • • [f(i) — t] 


rf< r 
K«) 


?(») f(i) K') ^ * 

dietro la furmola generale if(f , T) di sopra annunziata. Dunque riepilogando si dirà ; 

• Nella completa variazione di tutti i tre termini della somma e = « -t- i' -j- i” , verranno sempre a 

• risultarne 4(2, i") valori di e = i” , ^(i) , 4(2 , i“) valori di e = , »(i*) . 4(2 , i") valori 

■ di e = iJ "~* , .... r(t“> . 4(2 , t“) valori di e = Ki””' ) • 4(2 , T) valori di e = iii , 

■ ed infine p(5 , i”) valori di e primi e inferiori ad • 

N.° 47. — Consideriamo ancora il caso di 7 = 4 , e cioè della somma e = i t’ -t- t" . 
Si avranno adesso tutte le possibili combinazioni volute, se aggiungiamo successivamente gli valori 
di a ciascuno dei valori ottenuti degli e precedenti: ma perciò saranno pure a distinguersi due casi , 
.secondo cbc gli e precedenti sian di quelli multipli di i , ovvero di quelli primi ad 1 , cioè primi e inferiori 
ad 1". In quest'ultimo caso, la uuova somma e passerà sempre per tutti i valori natati al n.’ 44; 

vale a dire che si avrà ; 1 valore del nuovo e = 1“ , r(i) valori del nuovo e = , . . . valori del 

nuovo e = jui , ed iaGne . [7(1) — 1] valori del nuovo e primi e inferiori ad i”. E siccome gli e pre- 

cedenti primi e inferiori ad i" sono in numero marcato da ^(5 , i") , cosi questo ste.s.so numero di volte 
verranno qui a riprodursi i risultati di tutte le dette specie, in tutto il corso dell'operazione. Quando in- 
vece r e precedente sia della forma , allora la somma di lui con i'" , cioè -p- riuscirà 
sempre un numero primo adì , al quale pure si riduca inferiore per la divisione: e di questo genere si 
avranno tanti niioia e , quanti erano gli e precedenti mulli/di di t , la cui moltitudine viene espressa 

da [1 -l- 7(1) -4- 7(i*) + . . . + 7(1^'] . ^(2, i"), ossia da . -^(2 , i") , moltiplicato ancora questo 

numeni per quello 7(1') dei valori di Quindi la mtalità assoluta dei nuovi e , risultanti primi c in- 

feriori ad T , sarà data dalla seguente somma . [7(0 — 1] ■ i(3 , 1") -1- ' . 4(2 , t"). Or qne- 

KO » (0 

sta , mettendo per 4(2 , i") , e 4(3 , i ") i loro valori , si trasforma successivamenu* come segue ; 

. KO - . I • g . 1,(0- - KO + WO - i I = 

^ [?(if - KO* + KO - KO' 7(0 - » + KO' 
r(0 


0* — KO] = • [KO’ — Ko’ 

KO 


-I- KO — * 1 = 


K|) KO ^ ^ dietro la fonnolB generale 4(o , i“) sopra riferita. Dunque riepilogando 

KO KO + 1 

si dirà : * 

• Nella completa variazione di tutti i quattro termini della somma e = z -t- z' 1" -1- e'" , verranno 

• sempre ad aversi 4(3 , i") valori di e = i” , r(0 • 4(3 , i") valori di e = , KÒ • 4(3 , •") valori 

• di c = ..... KO • K3 , •") valori di e = Mt"”* , • ■ . . K'"~') ■ 4(3 • ”) valori di e = mi , 

• ed inline 4(4 , i") valori di e primi e inferiori ad i". • 
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N." 48 . — Sì potrebbe provare in generale questa legfjf , dimostrando che se essa è vera per q ter- 
mini della somma e, lo sarà anche vera per j -t- 1 termini; ma non credo ciò necessario, riuscendo a 
sultìcieiiza ben marcata la legge stessa dai soli casi fin qui considerati. Pertanto noi conchiudcrcmo senz' altro 
in generale , che : 

• ^ella variazione completa di lutti t 9 termini della somma e = e + i' -i- 1” -t- . . . . -t- , si 

■ avranno sempre i risultali seguenti : ^(9 — 1 , T) valori di « = 1 , r(i) . +(9 — 1 . < ) valori 

» di c = nr~‘ , r(i*) . ’Kq — I , i“) valori di e = m«” * KO • Kì — * > O valori di 

. e = ?(•””') • Kì— * • •*) '“lofi di e = /j.i , ed infine ^(9 , T) valori di e primi e inferiori 

• ad i“ : dinotando i la seguente funzione di 9 e di i“, che c ^(9,1^ = -^ ;• , da cui 

fii)' KO -f- » 

, . -, ho'"' ^ i j .. . , . 1 , 

■ segue ■^(9—1 , 1 j = ; dove di ciascun doppio segno il superiore cornspmiila al 

KO’ KO + • 

> caso di 9 impari, e |■m/crfore al caso di 9 pari. • 

Questi rìsiiltati ai verificano poi d una maniera complessiva, provando come rrnstenie di tulli i/iianli i 
numeri dei valori di e cosi avuti, eguaglia appunto la totalità assoluta degli stessi valori di e, la quale 
i espressa da H'^)' t ^ chiaro, osservando che ad ogni variazione d'un nuovo termine della somma e, 
si harnio sempre r(i") volle tanti nhooì e, quanti erano gii i precedenti. Infatti l' accennalo itiaienie di 
delti nnmeri sarebbe ora espresso dalla seguente somma; 

<f( 9 — •. O . [1 4 -K 0 + KÒ + + +'f(V.O = 4 (? — + 

-AlL ■ KO’ f(0*±» _ KO’ r K.T‘^i-Kiy±i -| 

f(iy-' ' HO + 1 ■ HO + * r(i)^' ' L KO-i- < -1 

V («■")’ v(«r'-['-l-t(i)) . . 

= -- ■ > ^ j ^ = f(t y precisamenle come si erj annunziato. 

}»( i) f\0 * 

y.* 49. — Esaminiamo ora alcuni casi particolari, che possono presentarsi pià frequentemente nella pratica. 
Si è gii veduto come, nel ea.so di 9 = 2, abbiansi le funzioni 4 (l,i”)=f( 0 * * 4 Cì,' ) 

K*")* * 

— ■ [j(i) — ij. Or se di più si suppone I" esponente m = t, allora queste fonnole ridiicnnsi piiir 

H>) 

alle seguenti 4 ( 1 , 1 ) = v(i). 4 ( 2 , •) = t(i) • [KO — fiUfb dimostrano come nella prescuU- ipo- 
tesi la somma e=ri^-i' riuscirà r(i) voile uguale a un multiplo semplice di i, cioè = mì,c f(') [KO — 
volte uguale a un multiplo semplioe di I, cioè ad un nnoiero primo e inferiore ad 1: in altri termini, 
che si avranno ?(z)=:(i — i) valori di e = Mi, e f(i). [f(i) — l]=(i — l)(i — 9 ) valori di e primi 
e inferiori ad i. 

Se solo abbiasi m = l, qualunque sia 9, allora viem' 4(9 — 1 , 1) = ,(i) . " ■ ’ c 4 ( 7 , ') 

K') "V" * 

= v(0 ® avranno in tal caso che soli 4(9 — l,i) valori di e — pi, c 4(7,0 valori 

di e primi e inferiori ad i. 

Essendo pare m e 9 qualunque, se sì suppone i = 9 , da cui deriva ,(f) = ,( 9 ) = 1 , allora sì in^ 
vano i seguenti risultati speciali: 4(9 — f , 2") =: ?(2")’ * . — , 4(9, 9*) = f(9'*)’ ' ^ T ~ ’ secondo 


precisamente eome si era annunzialo. 
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che sia q un numero impari od un numen) pari. Distinguendo i due casi, si avrà pertanto, in (|uello 
di q impari, — 1 , 9“) = ^2’)'^ . = 0 , i(q, 2") = ‘ = r(2")’i «• invece, nel 

caso di q pari, K? —1,2’) = ♦(?. 2“) = 0- Ed infatti 

i numeri », e", primi e inferiori a 2’, sarebbero qui lutti imporì. Or quando q sia impari, la 

somma e = « -4- *' -|- »" + /'“'i composta d' un numero import di termini tutti di valore 

im/ìari, riuscirebbe essa ancora nccessariamenU; di valore impari, e per conseguenza primo a 2’; onde 
si vede che uon si avranno altrimenti, in questo caso speciale, valori di e multipli di alcuna potenza di 
i=2, come l'indica appunto il risultato — 1,2’) = 0. Invece si avranno tutti i valori di e cosj 
formati primi e inferiori a 2’; la cui moltitudine deve d' alteonde equivalere alla totalità assoluta degli 
e, scmprti marcata da e(i")’, come appunto l'indica il risultate ^(q, 2") = r(2’)’. 

Al conteario quando q sia pari, allora la detta somma non potrebbe mai riuscire di valore tmpar<, e 
perciò non si avranno qui altrimenti numeri e primi e inferiori a 2’, come appunto l' indica il risultate 

4(9 > 2') = 0. invece si avranno solo lutti i valori di e risultanti delle varie forme 2’,^ 2’ ', m2’ *, 

P 2 “ M 2; e nelle moltitudini rispetlivamente marcate da f>(2’)’“', p(2) . p(2")’~', f>(2*) . p(2")'~', 

K2*) ■ p(2~~ ) La somma di questi numeri deve d'altronde equivalere alla 

totalità degli e sempre espressa da che qui diviene P(2’)': ed infatti si trova tal somma 

= P(0’"'- [1 +P(2)-t-p(2*) + -hp(2^')] = p(2’)’*'. ^ = f(2’)', atteso che f(2)=l. 

Se con i = 2, fosse pure m= 1, allora solo rimarrebbe, nel caso di q impari, 4 ( 9 — 1,2) = 0, 
q(q,2)=l; e, nel caso di q pari, 4(q — 1,2)=1, 4<9,2) = 0. E infatti non avendosi qui che un 

solo < = 1, la somma c = <-)-<'+<"+ , composta di q termini, equivarrebbe in ogni caso 

al numero q, avendosi cosi r = 1 + 1 + t -| = q. Or se q sia impari, queste somma non ha mai 

altro che un unico valore e = q tmport, il quale i primo con 2; c se invece q sia pari, allora dette 
somma non ha mai altro valore che questo e = q pori; ciò che si accorda coi risultati qui ottenuti. 

Le nostre formule generali si verilichercbbero ancora pel caso unico di t = 1 ; avendosi pure in queste 
i|iotesi 4 ( 9 — 1 1 1 ) = 0 , 4 ( 9 . 1 ) = 1 . pel caso di q impari, ed invece 4 ( 9 — 1 f 1) = 1 . 4(9, 1) = 0, 

))el caso di q pari; sempre riuscendo e = 1 + 1 1 -t- = q, atteso che ogni • = 1. Se non che, 

onde interpretare questi risultali, farebbe qui d'uopo di ricorrere a una doppia distinzione» considerando 
uno stesso numero e = q ora come primo ad 1 , nel caso dì q impari, ed ora come muUiplo di I, 
nel caso di q pori. Ma per gettare piu di luce io queste fatto, dirò come esso si colleghi pare con un 
altro, fatto generale, che si osserva in tanti punti dell'Analisi dei numeri, del comportarsi cioè frequenti 
volte il numero 2 della stessa maniera che se egli fosse il numero 1 , e viceversa. Con queste idea, presa 
come per termine di paragone, segue allora naturale che deliba riguardarsi r = q impari siccome primo 
ad I , nello stesso modo che questo sarebbe primo a 2 ; ed invece che debba riguardarsi c = q pari 
siccome multiplo dì I , nello stasso modo che queste sarebbe multiplo di 2. 

Il teorema sopra dimostralo potrebbe estendersi al caso di un numero qualunque A = i” k' ( : ma 

riuscendo mollo complicate la sua dimostrazione dirette, in queste stalo cosi generale, preferisco perciò 
dì rimetterla ad altro luogo; dove mi sarà facile allora dedurla, come ivirollario, da altre formule che 
verrò in seguito a stabilire , per le quali mi sarà pure sufficiente il solo caso Un qui considerate di A = i*' 
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$ 3.' — Compoiiziotte delie radici primitive delle equasioni binomie, 

N." bO. — Sodo questo titolo intendo di esaminire lo questione seguente: 

» Moltiplieondo fra loro le radici primitive di due o più equazioni ra|)|Hirtaie a uno stesso modulo 

• primo p, in modo che entri sempre in ogni prodotto una radice )iriinitiva di ciascuna equazione; i 

> varj prodotti risultanti (resi, quando vagliasi, al di sotto di p, mediante la divisione) di quali novelle 

> equazioni saranno essi le radici primitive? > 

(}ueslo problema, espresso In termini cosi generali, non credo sia stato mai proposto, non che risoluto 
dagli Analisti, che più si occuparono di siiTattc malarie ; salvo un solo caso assai particolare, che dirò al 
momento: ragion per cui, proponendolo io qui per il primo, cercherò pure di darne una conveniente 
soluzione; sembrandomi la questione in se stessa ben degna di uno studia ivrofondo, in vista dell' impor- 
tanza die può essa ricevere o presentare in molte parli della Teoria dei nuineri. 

Coniincierò dal riferire il caso particolare già risoluto dagli Analisti, il quale rimase Un qui isolato; 
mentre potrà esso al presente riguardarsi invece siccome un primo anello d' una rutena d'altri teoremi, 
0 problemi che dir si vogliano, il di cui insieme comporrebbe solo un'adeguata risposta al quesito testé formulato. 

* lC y 

» Avendosi le equazioni z* — 1 =3H,p, z* — 1 =ait,p, i* — 1 = JtLj), ccc., dove n, b, c, .... 

> rappresentino afruni dei Ibllori semplici del numero p — 1, ed a, siano esponenti inferiori 

» 0 tutto al più «jniafi a quelli, con cui figurano in p — I tali fattori semplici a, b, c ; se si chiami 

a jr', x", x'", rispetti vameole una radice primitiva della prima, della scoouda, della terza, ecc. di 

• queste equazioni, il prodotto x' x" x'" delie medesime riuscirà sempre una radice primitiva del- 

«.6 7 

» l'equazione seguente jr“ * ' — f =3ILp, il di cui grado sia il prodotto di tutti i gradi delle pro- 

• poste, die vengono per colai guisa in.sieme combinate. » 

Non mi fermerò sulla dimostrazione di questo teorema particolare, trovandosi già essa bone esposta nella 
citata .Memoria di Poissot, ed avanti nelle opere di Kclcro, (ìai.ss, ecc. D'altronde verrò quasi a ripetere 
la stessa dimostrazione qui appresso, per un caso più generale, che tratterò dircltainenle, dopo stabilite 
alcune denominazioni, di cui mi varrò in questo mio scritto. 

.N.° bl. — Cliiamerò equazùme rittiUaiUe, o semplicemente rituUante di due o più equazioni asse- 
gnale, qvalnnque altra nuova equazione, la quale ammetta per sue radici primitive i prodotti di quelle 
delle proposte, formati nel modo indicalo: e queste ultime, rispetto alla loro risultante, prenderanno il 
nome di equazioni componenti. Inoltre quando i gradi di queste sieoo le potenze isolate di altrettanti 
fatturi semplici diversi del numero p — 1, come nel caso or veduto, distinguerò pure tali equazioni 
componenti col none speciale di equazioni elementari. Ciò posto, il detto teorema potrebbe ora enunciarsi 
a questo modo: • la riluttante di varie equazioni elementari è sempre un'altra equazione di un grado 

> prodotto di lutti i gradi delle proposte. • 

Questo teorema si generalizza facilmente al caso, in cui i gradi delle equazioni date fossero .solamente 
primi fra loro a due a due , comunque poi formato ciascuno di fatturi semplici diversi ; e si avrcblie al- 
lora il seguente enuncialo: • la risultante di varie e(|uaziuni dai gradi .1, lì, C, primi fra loro a 

• due a due, è sempre una nuova equazione d' un grado ABC.... prodotto di tutti quelli delle proposte. • 
Parò vedere al momento come questo teorema discenda pure, qual semplice corollario, dal precedente, ri- 
correndo alle equazioni elementari delle date (.d), (fl), (C),.... nell' ipotesi che siano i gradi d = o“ a, 

H = b^b^‘ C=c’' c,*''' 
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Diciamo infatti 3^, le radici primitive deir e4)aatioiii elementari («*')vi-r”cr,"—,T«‘lle delle equa- 

zioni (6 ), (t, a:,'".... quelle delle equazioni (e ), {c, ) ecc.: avremo già nei prodotti parziali 

x‘ x,\..=.X ,x" x,"... = X' ,x"' ecc. indicale rispeuivamente una radice primitiva A dell' eq. (A), 

una X' dcll'eq. (fl), una X" dcll eq.(Ci, ecc.: onde sarà il loro prodotto totale x' x'.... x" x,".... x'" x , = 

.V A'" A'"' uno dei prodotti delle varie radici primitive delle equazioui date (C; Ma per lo 

stesso teorema precedente si ha pure il prodotto qui indicato nel primo membro equivalente ad una ra- 
dice |>riniitiva dell' equazione risultante (a*' 0 ,“'.... 4^ t,*'... e,^'...), la quale è la stessa cosa dcireq.(.l/JC’...): 

dunque si conchiude che sarà ogni prodotto X' X' X’‘.... = r(id. firim. deH’eq. (ABC....), come si avea 
a dimostrare. Pertanto questa eq. (ABC...) sarà la rìsultanle di tutte le componenti assegnate f/1),(ff),(0... 
giusta le ammesse definizioni. 

IN.» 5J. — Ma dimostriamo questo teorema fondamentale dìreltamenle, in un modo analoga a quello 
seguito da Pots.soT, nella dimostrazione del precedente detto, che vi è compreso come caso particolare. 

Date le equazioni r* — 1 = x* — I =3H.p, x*" — I :=.Tn,p, ecc. di gradi .4, B, C,.... primi fra 
loro a due a due, rappresentiamo corrispondentemente colle lettere piccole a,b,c,.... le radici primitive 
di ciascuaa di esse: si proverà essere ogni prodotto abc.... = rad. prim. deH'eq. (.ABC...), se si dimostri 
riie die..., elevato alle sue potenze successive, non fornisce l'unità per resto, rapporto a p, se non quando 
si arrivi precisamente alla potenza di grado ABC..... Da prima è facii vedere che si avrà bene questo 
risultato (abc....)'*^^'' — I 1 rispetto a p; poiché essendo in ipotesi a =1,4 = l,c*"s= 1,... 

si ha pure " = 1 , = I , e^^~' = 1 ,... donde segue il prodotto di queste potenze («4c.. 1 ; 

ma si dee provare che non si avrà ciò, prima di salire alla potenza di grado .ABC.... Sup|ioniamo 
il contrario, e sia iV il grado della più piccola potenza di abr..., che si riduca ad I rispetto a p; cosirhr 
si abbia la prima rolla (abc...)^ = l,il numero A' supponendosi minore di ABC... Non potrii mancare que- 
sto .V di essere però un divisore di ABC..... medesimo, poiché, come si è veduto, si ha bene il fatlo 
di (iJk...)*"^ — 1 : qtiindi dovrà A' contenere solo qualche fallare di meno di quelli eom|H)ncnti il nu- 
mero ABC.... Sia 4 uno di questi fattori semplici meno volte ri|ictuti in A' che in ABC... : dovrà ancora A' 

, . .. IBC... , • . , . • LI 

essere un divisore di — j — , tutto al piu polendo eguagliare questo numero. In tulli 1 cast sarchlM- un 

multiplo di A'; c quindi, dall'iiKitcsi fatta di (abc....) = I, si deduce che si avrà pure la potenza 

(abc....) 4 = 1. Ma i fattori .A,B.C,.... essendo primi fra loro a due a due, il faltor semplice 4 non 

|K)tni dividere altro che uno solo di essi, l'.d (ler esempio: poniamo dun(|ue A = A'S; l'equazione ultima si 

, . , , . vBC ... , , • ■ , .-rzic.. a'BC.... , ,, 

caiigerà III questa (aòc..,.) = I , che si risolve pure come segue: n 4 f ... = I. Ora 

essendo già 4° = I , c*^ = I c cosi 4'* ® ”' = I, c' *^"= I, ere., questa cipiazionc si riduce alla 

sida seguente n'* " = 1 . D' altra parte si ha n'* ** = I ; diimpie prendendo qui il massimo comun ilivisore .1' 

dei gradi A BC... ed .4'S, si dovrà ancora avere nello stesso tempo soddisfatta la euiidiziflne a' •= 1, il che 

è impossibile e contraddiccnle aH'es.serca in ipotesi una r.adice primitiva dell'eq. (A), per cui non si potrà 

avere che sido la prima valla n'* = 1, ed ora A' = -j- saridibe minore di A , poiché 4 > I . Dunque si coii- 

ihiude che non potrà essere altrimenti A' < ABC. ; c cioè non potrà aversi altro rhc A' = ABC. 

quando si ottenga la prima volln (abc )'' = I : onde sarà sempre abr... una radice primitiva dell'eipia- 

zione (.ABC ...), come si trattava di dimostntre. 
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N.* ii3. — Non giudico inuUIe di esporre qui un' allra dimostrazione mollo semplice dello slesso teorema, 
fondala in tutto sulle proprietà geuerali delle radici primitive delle equazioni kinomie. 

Consideriamo il caso di due sole equazioni x'* — 1 = Oltp, x — 1 = 31Lp, di gradi .4 e B primi fra 
loro, e di ciascuna delle quali si noli sempre con a e i una radice primitiva. Sia n un qualunque numero pn'inn 
ad .4, ed m un qualunque uumero primo a B: avremo le potenze a* = U| = altra rati, /n-ini. dell'eq. (.4), e 
6" = 6|=:altra rad. pritn. dell'eq. (B). Eleviamo queste rispeltivamente alle nuove potenze m ed »: 
avremo (a')" = a“, (b“f = 6", ossia a’" = a’,b’“ = b^, da cui segue il prodotto (o6)"“= o^“ ò^’.Ora 
non potrà qui riuscire la potenza (ab'f" = I, se non quando si abbia b^ — ma non sarà ciò, se 
non quando sia precisameute m = .4 , ed n = B. 

Per ciò provare, supponiamo pure ehe sia m<.4, e imniaino la differenza .4 — >n = M. Poiché iii 

I m fit * m M 

ipotesi 0 | = 0 | =00 = I , non si potrà questo fatto accordare eoi precedente o^ . 6^ = 1 , se non 

sia la potenza o^ =6|.'or è questa equivalenza ehe sarà impossibile a verilìcarsi. Didatti la potenza o^ 

esprimerebbe sempre una radice primitiva d'un'eq. P’^ P®® comnn divisore fra il 

suo grado m ® >1 grado A deH' equazione, a cui appartiene a, come radice primitiva, polendo anche riu- 
scire 4 = 1, quando fosse n primo con /t ; e parimente la polena b" esprimerebbe sempre una radice 

primitiva d'un'eq. ^ P®®® P'® H®®® ®®®>®n divisore fra n^e lì, che potrebbe anche 

essere 1, quando n fosse primo con B. .Ma per ipotesi A e. lì essendo primi fra latro, anche i loro sumul- 
lipli c — saranno sempre primi fra toro; e in conseguenza le due ei|uazioai ®®® 


potranno mai avere comune alcuna radice primitiva, come già non avrebbero romwie altra radice impro- 
pria che l'uniM: dunque sarà impossibile che a^ risalti equivalente a ; e cosi falsa l' ipotesi di m < A. 
I)' altronde è inutile di esaminare se m > ,4 soddisfi ; poiché si possono sempre supporre tn ed n presi 
al di sotto di d e B rispettivamente; e poi ancora il caso di m > .4 si ridurrebbe subito al precedente 

di m < .4. Dunque dovrà unicamente trovarsi »n = /l, ciò che dà allora ti" = a^ =1, e per conse- 

guenza neccessaria pure ò” = I , die determina a un lem|>o n = B. Pertautn si conchiude che sarà 
imieamente la prima volta il prodotto o^ = I , quando m = /l, ed n = B; e perciò che sarà unica- 
mente la potenza (oò)“’ = l, quando sia mn = .4B: dunque sarà a ò una radice primitiva dell'eii. (.4 B) , 

come si volea dimostrare. 

Ciò stabilito pel caso di due equazioni, facilmente si estende il teorema al caso di più equazioni 

(.4), (B), (C), (/)), di gradi A, B, C, D, primi fra loro a dite a due. Infatti, couscr- 

vaodo le stesse annotazioni che sopra in quanto alle radici primitive, si avrebbe successivamente; ab = rad. 
prilli. dell'ei|. (.AB), abc = rad. prim. dell'eq. (ABC), abeti = rad. prim. dell'eq. (ABCO), e cosi 
di seguito; onde si conchiude che sarà sempre ogni prodotto abe = rad. prim. dell’eq. (.4BC ). 

N.” 34. — Farò qui alcune applicazioni dei teoremi dimostrati. 

Ncdl’ ipotesi di due sole equazioni (.4) e (B), supponiamo .1 numero impari, e B = ì; l'unica radice 
primitiva b della seconda di queste is|uazioni es.sendo p — 1, ovvero .'JILp — I, viene cosi il prodotto 
oli = o(.'JILp — l) = JILp — a = rad. prim. dell'eq. (vi . 2); ossia, ponendo r = ab = rad. i>riin. del- 
l'eq. (2/1), meulrc si è a = rad. prim. dell'eq. (-1), si Ita fra queste radici la relazione resM,p — a, 
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ovvero T-=p — a, rìdurendo tutti i vilori al di sotto di ;>. Da riè si condiiude che le radici primitive 
a ed r delle due (vpiazioni (^) e (3d), dove A sia impari, sono i nmplemenli al modulo le unc delle 
altre, come si é piè veduto al n.° ìd, e successivi. 

Essendo sempre 4 un numero impari, supponiamo che B sia uaa potenza qualunque del numero 4, 
cioè B = ^', dove .sia A > 1. È facile da prima |)rovare direttamente come le radici primitive 6, b', .... 
di questa cq. (iJ) ossia (2^), sovidisfannn a due a due alla condizione 6-)-6'=:p. Infatti avendosi sempre 


il risultato b =b = JILp — I , .si ha ancora , moltiplicando per b d' amlie le parti , la potenza 
6* = b^ = — b. Ma ora il numera I =2^ +1 essendo im^wri, e perciò primo 


JL . • , -jO+i 

col grado z dell'equazione {lì), si i cosi In potenza b = è' = altra rad. prim. dell'eq. {lì); 
dunque si ha la relazione ft'=.7ILp — b, da cui 4 6' ."ttLp, ossia è-t-6' = p. 

Ur comtnoando una stessa radice primitiva a deH'«(. (,1) colle due b e b' dell'eq. {B), giè soddisfii- 
cemi alla condizione 4 + 6' = p, si hanno i prodotti n4 = * = rod. prim. dcH'eq. {AB), ed o4' = rnd. 

prim. dcH’eq. (.iB): ma fra queste due radici a ed a' di questa eq. (^4#), ossia (.4 . 8^), si ha la rela- 
zione a t =a{b b') = a ,pz= JKjp = p; dunque si concbiude che in generate le radici primHive 
d' ogni equazione di grado multiplo di 4 sono sempre i complementi al modulo le uno delle altre, come 
pur si è veduto al n.<> 26 e successivi. Del resto quest' ultimo teorema seguirà più direttamente da un altro 
principio che verrà in seguito stabilito. 

Per un' ultima applicazione, darò in questo luogo la dimostrazione promessa dei due teoremi giè trattali 
nei numeri 56 e 37, secondo il metodo di G.vcss; il quale |icrò si limita a considerare il caso speciale 
di H = p — 1 , mentre la dimostrazione sarebbe pcrfettamenle la stessa per ogni valor di n divisore di p — 1. 
Ri|ieliamone intanto l'enuncialo, riunendo i due teoremi io un solo, come fa questo Autore. 

Teorema. — • La somma delle radici primitive d' ugni equazione x ' — I =3d,p, sarà sempre deila 

> forma OILp, ogniqualvolta n contenga un qualclic Iatture t/ìiadralo; ovvero sarà della forma 9ILp± I, 

> quando H non contenga altro che fatturi semplici alla prima potenza; il segno + corrìspondeodo al 

• raso in cui il numero di questi fattori semplici sia pari, ed il segno — invece al caso in cui desso 

• sia iHipon'. • 

Supponiamo in generale « = « y dove gii esponenti A, n, », |)ossano c.ssere quaieuno o luti* 

superiori ad 1, ovvero tutti eguali ad 1 ad un tempo. Le radici primitive r, r', r" dell' equazione 

^Af)z » 

proposta X ' ' — |=jR.p riuscirebbero adesso i prodotti delle radici primitive n, a', a " 

4.4", 4", ..., c,c',c",..., delle varie c<|uaziuni elemenUiri x“ — I =.TItp, x’ — I =3R,p, — 1 ^.TILp, ....; 

e si avrebbero ili più tutte le prime dette nei diversi termini che si ottcrreblieni moltiplicando insieme i 
polinomj fl + a' -H o" -t-ecc., 4 -t-4' -+-4" + ecc., c-t-c' -i-c" -+-ecc.: onde, riguarvio alla loro somma, 
si avrà poi precisamente questa espre.ssa come segue 

r -4- r' r" -4“ = (a -t- a' -1- a" -4~ ••“) (4 4' -4- 4" -4- ..•■) (c -4- c' + c" -4- ....) 

t'sando le annotazioni convenute nei numeri 56 e 37, questa equazione verrebl)e a tradursi nella 
seguente S =S .S^.5 

«*eV-- « y 

Ur dicendo A una radice primitiva d' nn' equazione (S) qualunque, si ha sempre la somma di tutte le 
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sue radici proprie e improprie I -i- .4 + .4 + + -4 — ,7ìlp. Quando sia questa serie 

rinviene alla sepuenle I -|- S 4- S , + 4- S ^ 4 - S = ,7n.p. Ma se si suppone X > I , si avrebbe 


pure nel caso di X=x , la somma I 4-'S S , ^ X i ■'“"l"*’' sottraendo membro 


a membro, si eonehiude in generale il risultato S — proprio di tutti i easi in cui sia X > I. 

A 

Se al contrario fosse X = 1 , allora detta serie si riduce a questa 1 4- = Cilbp, da cui segue = JILp — 1 . 


Ciò posto, vedesi immediatamente che sarò dunf|ue la somma S =S 

« “ 


S . S = .TIC», 

r « C y 

lutto le volte che sia «no almeno degli esponenti X, /i, y, superiore ad t ; perehò allora sempre imo 


dei fattori componenti S.,S ,S 
a 6 y 


sarò equivalente a 3Kp. Al eontrario quando sian tutti gli es|io- 


nenti X, m, ' uguali ad 1 ad un tempo, allora questi fattori componenti essendo tulli della stessa 


torma OHp — 1, ne risulterebbe la somma 5 


«4y . 


= S 


S,.S . 
« y 


... = (jiip — 1 ) i ) (3R,p— I ) 


= 3K.p ± I , secondo che sia pari od import il numero dei fattori semplici », S, y, , del gnido 

n = a5y dell' equazione proposta. È ciò che si trattava di dimostrare. 

N." 55. — Entriamo ora ad esaminare un caso generalissimo, quello di piu e<|uazìoni date, i cui 
gradi ammettano fra loro un massimo comun divisore , die indieberò con A=6fi ; supposta 

però questa condizione, che i quozienti avuti dalla divisione di essi gradi |)er questo 6h risultino 

non solo primi fra loro presi collettivamente, ma di più lutti primi fra toro a liiie a (lue-, polendo 
poi alcuno d'essi riuscire anche uguale aH'unitò. Convenendo di indicare questi quozienti colle lettere grandi 
/I, B, C,.... io rappresenterò direttamente le equazioni date sotto la forma generale — 1 = JIlp, — I 
= .TItp, I®* — 4 =art.p, ecc.;c noterò corrispondentemente colle lettere piccole «,ò,c,„. una qualunque radice 
primitiva d'ognuna di queste equazioni. Il supposto mass. com. divis. A l'esprimo anticipatamente col prodotto 
di due fattori 6 ed A, onde rendermi dappoi più agevole la considerazione dei varj casi particolari, che 
dovrò distingucTC, nella comparazione di que.sto ma.ssimo comun divisore col prodotto ABC... dei suddetti 

quozienti primi fra loro a due a due; e giudico utile di avvertire anzi lutto questi diversi casi, onde 

lìssar meglio rallenzione sull'uflìcio speciale, a cui farò poi servire le due lettere medesime 6 ed A. 

Il Ciiso più generale che possa presentarsi sarebbe quello, in cui detto massimo comun divisore A fosse 
in parte composto di fattori semplici conlenuli in ABC...., ed in parte di altri fattori semplici non divisori 
di .ìBC.....: ora io couvern'i di notare sempre con 6 il prodotto dei primi di questi fattori, e con A il 
prodotto dei secondi. Cosi il numero A sarà sempre un numero primo con .4BC..., in tutte le questioni che 
si trallerauno qui appresso , mentre il S si riguarderò sempre come un numero non contenente alcun fattoiv 
primo con ,iBC...., e sarà per conseguenza 6 primo con A; perche se tali numeri avessero un faltor sem- 
plice /comune, questo, appartenendo già ad .iBC..., sarebbe a un tempo comune ad ABC... ed A, onde non .sa- 
rebbe A primo con ABC.... In queste condizioni potrà riuscir 6 un divisore di ABC....; ma potreblic anche 
non dividerlo altrimenti , qualora esso S eontcncsse un qiialehc fattore semplice , bensì comune con ABC..., 
ma più volle in Ini ripetuto che in quest' ultimo numero. Però questa diversità di rasi non facendo ’|ioi 
differenza distinta in quanto ai risultali che si verranno a stabilire, io converrò quindi, per brevità di 
discorso, di comprendere ambedue i casi sotto la denominazione generica di 9 divisore di ABC...., quan- 
tunque poi non dividesse 9 iuiieramenlc questo numero. 
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Occorrendo invece di esaminare i casi particolari, in cui si abbia detto massimo comuo divisore à, 
o totalmente primo con ABC...., ovvero dioùore di ABC.., nel senso qui espresso; ciò si fari agevolmente 
con porre nel primo caso S=i, ed invece nel secondo caso A= 1. E se ad un tempo si avesse d=l, 
A = 1, per cui ^ = I , allùia le equazioni date sarebbero solo quelle dai gradi A, B, C,.... primi fra loro 
q due a due, clic srrsouo già sopra considerate. 

-< ìttloulire occurrciidumi in seguito di indicare pure il numero delle stesse equazioni proposte, destinerò a 
ipic>t' iiflkio costaiiteiiiente In lettera q; per cui si dirò di avere un numero q di equazioni diverse, o di 
c<|uazioai Componenti assegnale. 

Tutto ciò premesso, esaminiamo al presente di quale natura sia mai per risultarne ogni prodotto nòe.... 
delle radici primitive delle proposte equazioni, la quale si presenterà certamente diversa ad ogni variare 
di ^ e di A; come pure eangerà casa, secondo la scelta o la combinazione diflérenle delle stesse radici pri- 
mitive a, b, e..., influendovi pure talvolu lo stesso numera q delle date equazioni medesime. 

!i6. — Se colle equazioni assegnate (A6H), (Bih), (CSA) noi consideriamo a un tempo que- 
st' altre equazioni (d), (fi), (C% delle quali notiamo rispettivamente con e, y,.... le radici primitive; 

avremo, fra queste e le precedenti a, b, c,..., le relazioni note o®* = », «, c®* = y ; da cui segue 

il prodotto (aAc...)®* = aCy = rad. prim. dell'eq. (ABC....), dietro il teorema già dimostrato al n.* 53. 

Or comparando questo risultato (abe )®* = ru((. prim. dell'eq. (ABC....) con quanto si è detto in propo- 

sito nel nnm. 39, ne dedurremo pcrtauto le conclusioni seguenti; 

l.” Quando sia A = 1, e così A = A divisore di ABC. riuscirà sempre ogni prodotto nòe... = rad. 

prim. dell'eq. (ABC..... 6), la quale perciò sarà l'unica rùuUame delle proposte equazioni (d«), (fis), (CS) ecc. 

3.° Quando sia invece $= 1, c cosi ^—h primo con ABC. , allora |>olrà riuscire in generale (c sarà 

di fatto, come sì vedrà meglio in seguito) ogni prodotto nòe = rad. prim. deH'cq. (ABC.....t), dove 

sia A suceessìvamente ciascuno dei divisori dell' A, compresovi se stesso e V unità; per cui tutte queste equa- 
zioni saranno a un tempo altrettanti risultanti diverse delle proposte (dA), (fiA)(CA), ecc. 

3.° Quando siano finalmcutc 4 ed A diversi da 1 ambedue, c cosi proprio i^=6h, allora si avrà sempre 
ogni prodotto abe = rad. prim. dell'eq. (ABC. ii), dove si metta pure per i successivamente cia- 

scuno dei divisori dell' A, questo compreso e l'unità: amie tali equazioni saranno ancora in questo caso tutte 
le risultanti delle proposte (,I6A), (B(A), (QA), ecc. 

Però saranno a farsi alcune eccezioni singolari, tulle le volte che A contenga il fallar 3 elevato a qual- 
che potenza; le quali eccezioni si avvertiranno meglio in altro luogo, dove si perverrà agli stessi ri- 
sultali per un' analisi più diretta e più regolare clic non i la presente. 

N'.° 57. — Alle precedenti conclusioni generali si può giungere ancora per un'altra via, senza pure 
appoggiarsi sul teorema del n.° 53; il quale anzi verrà ad esservi compreso nello stesso tempo, e cosi 
dimostrato nuovaiocnlc insieme a lutti gli altri. 

Date le e(|uaziutii (.l»A) , (fittA) , (CsA) , ecc., consideriamo in particolare l'equazione seguente 
— I = jjLp. Sappiamo come le radici primitive o, 6, c, delle propo.ste potranno ora deri- 
varsi da i|uellc dì quest' ultima equazione, niediaule le loro potenze formate dai gradi rispettivi fiC. 

AC. , AB Sappiamo iuoltic come le stesse radici primitive di tale cquaz. (<lfiC. DA), si possano 

tutte esprimere per le potenze di una sola fi di esse, ad esponenti e, e', e", primi col suo grado 

ABC. oA. Pertanto siano qui ora fi*, fi"', fi*’ le radici primitive dcH'cq. (ABC. 6A), che val- 
gano a donarci le radici a, b, c, culle luru potenze dai gradi BC. AC. AB eoe.: si 

avranno a un tempo le relazioni " — a, if ' " b, if ' ‘ = c, eco.; da cui segue il pro- 
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dolio = poiifmlo lC = eBC.... + e'AC. +e' AB + ecc. 

Qursio numero £così formalo riusrirà sempre un numero primo con ABC..... Infalli sia r un qualunque di>isore 

semplice di ABC....: non potrà r dividere che uno solo dei fattori A, B, C,..., dacché son questi in ipo- 
tesi primi fra loro a due a due. Supponiamo A quello che r divide; per cui debba esser r primo con 

tutti gli altri fattori B, C, ; ed anche primo a un tempo con tutti i numeri e, e', e" giacché 

altrimenti qualcuno di questi ammetterebbe con A il fattor comune r, e non sarebbe più allora primo con 

ABC. M, come invece si é supposto. Ora il r, dividendo A, dividerà tutte le parli del numero E, 

ad eccezione di una sofà, quella dove A non entra come fattore, e die sarebbe qui la sola parte eDC....i 
poiché questa parte si comporrebbe del prodotto di numeri , ai quali lutti il r si trova primo per condi- 
zione. Dunque il r non dividerebbe mai VE senza resto; e ciò dicendosi di qualunque fattore semplice 

di ABC. si conchiude così che sarà il numero E in ogni caso primo con ABC. Ciò posto, ve- 

diamo le conseguenze che ne derivano, secondo le diverse supposizioni che possono farsi intorno al a = M. 

Da prima quando fosse é = i , A = 1 , ossia A = t , che é il caso del n.° bìi, allora si avrà sempre la 

potenza = rad. prim. deH'eq. (.ABC. ), alla quale R già appartiene come tale, essendo inoltre 

l'esponente E primo col suo grado ABC. : dunque si conchiude in tal caso che si avrà ogni pro- 
dotto abe =rad. pn'm. dell' cq. (ABC. ), la quale pertanto sarà l'unica risultante delle pro- 

posle (A), (B),(C) ecc. 

Quando fosse solo A = 1 , ossia t dmnore di ABC. , tulli quanti i Aittori semplici compo- 
nenti ABC. i si troverebbero già almeno una volta nel solo prodotto ABC. ; onde 1' E , che é 

primo ad ABC. sarà ancora primo col numero stesso ABC. é. Pertanto sarà la potenza r'^ una 

nuova radice primitiva dell'attuale equazione (ABC. é),alla quale /f appartiene ; e quindi si conchiude 

ogni prodotto nòe = rad. prim. dcll'cq. (.ABC. 4), che sarà così pure in questo caso l'unica ri- 

sultante delle proposte (AS), (B6), (Ci), ecc. 

Supponiamo invece e cioè a = A primo con ABC. : il numero E, primo con ABC. , 

potrà poi non riuscire altrimenti primo con ABC. A; perché al presente VE potrà venire ad ammet- 
tere con A un qualche massimo comun divisore f, non escluso il caso di i = 1 , e quello di i = A. Frat- 
tanto questo più gran comun divisore i, qualunque esso sia, esistente fra A' ed A, sarebbe pure a un 

lem|Ki il massimo comun divisore fra il numero E medesimo ed il numero .ABC. A, attesoché 

poi l'£é primo con ABC. : onde sarà attualmente in generale la potenza R z=zrad. prim. dcl- 

; e quindi , posto il quoziente -^ = A, si avrà ogni prodotto ohe rad. prim. 

dell'cq. (,'IBC. k), dove k rappresenti un divisore di A, Ma col variare dell' A', in stailo a tulle le 

combinazioni avvenute dei numeri e, e', e", primi con ABC A, si troverebbe appunto che ripas- 

serebbe in generale per tutti i valori marcati dai varj divisori di A, e quindi verrebbe il k pure a riuscire 
soccessivamcnle ciascuno di questi divisori dell'A medesimo; onde si avranno in generale tante equazioni 
risultanti diverse delle proposte (Ah), (Bh), (Clt), ecc. quanti siano i divisori del numero A, compreso 
«e etereo e l'uniM. 

Infine quando siano a un tempo é > t , A > 1 , ossia proprio A = eh, allora il numero E, primo 

con ABC. , sarebbe si ancora jtrimo con ABC. i, ma vcrrcbiH! esso ad ammettere in generale 

eon A, e quindi con ABC. Ah , un ma.s.simo comun divisore i , che potrà riuscire successivamente cia- 

scuno dei divisori dell' A medesimo. Pcrlaolo si avrà qui la potenza R'' = rad. prim. dcll'eq. 


^ABC... ih 


> 
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t inconseguenza, posto 4- = i, ogni prodotto abe ■ . ■ ■ rad. prim. deircq. C.IBC. ik), dove sia k 

suecessivamcDle ciascuno dei divisori di A, compreso ae iletto t I' unità. E tutte queste diverse equazioni 
saranno cosi ora le molteplici risultanti delle proposte (Bih), (CjA), ecc. 

Come applicazione, esaminiamo il caso particolare di due equazioni (Ab) e (£o), dove sia S = 3, £ = 1, 
ed ^ un numero pari qualunque. .Allora essendo unicamente b = p — i = JILp — 1 , si ha il prodotto 
(i4 = a(3n.;> — l) = JILp — a = rad. prim. dell'eq. (ABb) ossia (3.d), mentre già si suppone a — rad. 
prim. dell' eq. (Ab) ossia (3.1): dunque, dicendo quella a', si avrà la relazione a' =ynp — o, ossia a' =p — a, 
fra due medesime radici primitive della stessa e<|uazione (3.-1) di grado multiplo di 4, come si è veduto 
al num.° 36. 

N." 58. — L' analisi prcccdenie ci avverte più sulla potsibililà di tutte le equazioni risultanti accennate, 
di quello che ci dimostri il fatto realmente, tutte le volte che A non sia l; poiché in tal ipotesi particolare 
di A=l, le addotte conclu.sioni non patiscono dubbio, non avendosi allora mai che una sola risultante 

(,iBC b), la quale sarebbe (,I£C. ) se di più 0 = 1 . Inoltre non ci mette essa in evidenza un altro 

punto inU'ressantc della i|ueslioiic che ci occupa, qual sarebbe quello del numero di volle elle vengano a 
riprodursi le. sles.se radici primitive d' una medesima equazione risultante, nella lotalilù dei prodotti abc...., 
formati sempre con prendere una radice primitiva da cia.scunu o)uazionc proposta, in tutte le loro possi- 
bili eombiuazioni diiTercntì. Per tal ragione converrà che noi tentiamo ancora un altro cammino, il quale 
ci eonducii più direltamenle, c più completamente per ogni parte, allo scopo desideralo; ciò clic noi faremo 
pure al momento, procedendo ad un'analisi più immediata degli elementi stessi della (|ueslione che tralliamo. 

Premclteró anzi tutto un' c.spre.ssionc generale della detta lotaliià dei prodotti abc , di cui molto ci 

avremo da valere qui appiesso. 

Le date c<|uaziuui (.ibh) , (£oA), (Cbli), ecc., in numero di q, ammettendo ciascuna Ionie radici 
jirimitivc qiiuNti intieri esistono primi e inferiori ai Ioni gradi rispettivi, vedesi cosi come il numeni delle 
radici primitive a della prima eq. (/HA) sarà dato dalla funzione <f(.ibh); e parimente il numero delle 
radici primitive b, delle c, delle d, ecc. sarà maieato ris|iettivaineutc da f(Bbh), da y(DA), da j(Dbh), ecc.: 
onde segue, per la teoria delle combinazioni, clic sarà In predetta lotaliià dei prodotti abc.... così 

espressa dalla formola generale T — t(.'loA) . f(Bbh) . f(Cbh ) .... Or essendo A primo con .1 , £, C c con b, 

si ha così y(/l(/A) j(.<H) . v(A), t(£'/A) = f(Bb ) . ^A), ecc.; onde si avrà 7'= j(.ib) . j(Bb) . r(Cb) f(A)*, 

essendo q il numero delle ci|uazioni pnqniste. Ma ifuesla ùirmola i ancora suscettibile di altre trasforma- 
zioni e riduzioni. 

Essendo in ipotesi il tl composto dì .soli fattori semplici tutti comuni ad ABC supponiamo in par- 

ticolare che questi fattori del 6 si trovino già tutti in un mio dei numeri .-1, fl, C, ..... per es. in .-1 : 

s.ircbbe allora 6, ed Ab, primo con £, con C, ; onde si avrebbe r(Bb) . f(Cb ) .... = f(BC ) . 'ì 

e dì conseguenza T = »(.ìb) . t{BC — ) • ■ K^‘/> nvvero T=f(ABC. 0) . j(6A )*'”'. A) , od 

ancora T=b(ABC... I<A) . ?('5A)***. 

Supponiamo invece b — *?, e che a sia solo un divisore di .1, mentre e sia solo un divisore di fl , nel .senso 
generale già altrove convenuto; dovrà esser a pimo a £, come 6 primo ad A, mentre «c fi prinù fra di 
loro, c tutto il b primo con C, con D, ecc. Perciò sì avrà f(.ib) = f(.ls) .f(S),f(ffb)= f(Bi).r(«), 

f(Cb)=: r(C). t(b), r(Bb) = f(0) . r(b) , ecc.; onde segue il prodotto r(Ab) . r(Bb) . r(Cb) . f(Ob) 

= ,(.u) . r(B:).f(Q . ?(£) Ks)- K“) ■ K’)’"* = K-t»- ■ • C D...) . ?(«fi) . 

c quindi T=t(.lBC... bh) .f(blijl'' come sopra. 
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SuppoDÌamo ancora e = e che a sia solo un divitore dì , e solo nn divitore di B, 
>> solo nn divùore di C; riuscendo cosi a,t,y primi fra loro, e primi con ciascuno dei luimeri 

A,B,C,D, , ccccUo quel solo , di cui I' un di questi a, 6, y, si suppone divisore. Avremo in 

tal caso r(.l«) = r(dx) . r(Sy) , »(/?«) = r(/?s) . f(ay) , r(Cs) = r(Cy) . r(ae), = r(p) . i<») , ccc. ; 

onde segue il prodotto di questi numeri = f(A^.Bi.Cy.D ) • K^y) • • K») • K®) • 

= f(ABC... aSy) . r(««y)*. f(o)*~^=r(AnC .... ») . ; e pertanto sempre T=f(ADC Oh.) . »(9/i)’“'. 

Questa formola dunque è generale, qualunque sia 0 divisore di ABC....: essa potrà convenire di usarla, 
secondo i casi, sotto le differenti forme qui notate: 

r= t^Aoh) . r{B 0 h) .?[Coh )...=f(.iBC...ih) . f(ohf-'=^ABC... 0 ) KA)=rO‘BC...o) . r(6)«- 

Avvertiamo alcuni casi particolari , che possono occorrere più frequentemente nella pratica. 

Sesia 6A = 1, allora si avrebbe r=f(d) . r(B) . r(C) **' dovere. 

Se solo A = I , allora T = ^Ao). f(Bo) . f(Co ) .... = f(ABC o) . ,(«)»"■'. 

Se solo 0=1, allora T= K-IA). T'.«A) . r(CA).... = ?{.l/fC A) . K/0’”' = ...) . < A)». 

Se A= 1, c 0 = 2, allora T = ^2.1) . f(2«) • ■■■■ = ?(2.1/?C... ). 

Se « = 1, ed A = 2, allora T= ^(2.1) . 5<2ft) . K2C) - = r;2.l«C... ) = r(.{BC... ). 

Se A > 1, c 0=2, allora r=?(SAA) . r(^Bh) . »(2CA).... = r(2.1«C... A) . y(A;’ '=K2.1flC...).r(A/. 

Se 0 > l,cdA=2, allora T= ?(2.4o). T(2Bo).K2Co).... = K2dflC,..o).p;e)»''‘ = r(d«C...o;.?(o)»“'. 

Non convicn mai dimenticare l’essere h primo con ABC... ,c con 0, ossia A primo sempre con .ABC ... 0 ; 
cosi che per cs, quando A fosse = 2, i numeri A, B, C,...o, dovrebbero tutti essere impari ad un 
tempo. All'uppusto quando 0 = 2, dovrà A essere itnpnri necessariamente. Quindi è facile darsi ragione dì 
alcune diflcrenze che si osservano in queste formale, derivate dalla generale prima stabilita, per le ipotesi 
di j(A)= r(l) = I , di t( 0 ) = r(l)= 1 , ovvero di y{A) = f(2)= 1 , di f(0) = i>(2)= I. 

39. — niprcndiamo adesso il nostro teorema , di cui e.samineremo da prima i due casi più sem- 
plici, corrispondenti alle i|H>tesi di oA = I , ovvero solo di A = l. 

Se oA= I , allora si ha qualunque prodotto oAc — = rad. ;>rim. dell'cq. (.lAC...), unica risultante delle 
date (.l),(fi),(C), ... In questo caso particolare si combina la lotalità dei prodotti aie..., espressa per 
la formula T = jA^ABC ....) , uguale precisamente al numero f(ABC....) di tutte le radici primitive dcl- 
requazioue stessa (ABC...) risultante delle proposte; per cui non si avranno qui più d'una sola volta que- 
ste medesime radici primitive, nella totalità dei prodotti abe ... . 

Quando solo A = 1 , allora si ha qualunque pnalultu abc.... = rad. dcll'cq. (ABC.....S), che riesce 

pure l'unica risultante delle date (.ij),(Bi), (CS) Ma in tal caso la totalità dei prodotti nòe viene 

espressa per la formola T=P(.ABC. o).p(«)* ', mentre sarebbe solo p(.l/fC. 9) il numero delle ra- 

dici primitive distinte deH'eq. (ABC.....0): dunque importa che tali radici vengano p((ì)*“' volte ripetute 
ciascuna nel complesso di tutti i prodotti oAc 

Se però fosse S = 2, allora si avrebbero le radici primitive dcH’eq. (2.I0C ) una sola volta ripe- 

tute ciascuna, divenendo f(o)® ' = 1, per p(o)= I. Quest' ultimo fatto si può provare ancora direttamente 
come segue. Poiché A, B, C,.... sono primi fra loro a due a due, e che 0 = 2 divide il prodotto ABC..., 
bisvignerà che tali numeri siano impari, ad eccezione di un solo che sia pari. Supponiamo questo .1, e 
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cosi B, C, (atti impari: fra le radici primitive b, e delle eqnazioni (ÌB) , (ÌC).... e le radici C, y,... 

delle equazioni complementari {B), (C),.... esistendo le relazioni b = p — e, e = p — y, ecc.; ed invece 
fra due radici primitive a ed a della stessa equazione (9.4) esistendo la relazione a = p — a; si ba cosi 

ogni prodotto abc.... =(p — *) • (p — *) • (p — y) = 3Itp ~ a?y secondo che aia pori od impari 

il numero 7 delle equazioni proposte. Or essendo i gradi 9.t,A, C-... primi fra loro a due a due, si ha 
sempre ogni prodotto aCy.... = r =rod. prim. dell'eq. (3.ifiC...): dunque, se 7 sia pori, si avrà ogni 
prodotto abe.... — 3!Lp + r= r = rad. prim. dell'eq. (iABC....); e, se 7 sia impari, si avrà ancora ogni 
prodotto aie.... = 3ILp — r = compì, r = altra rad. prim. dell'eq. (9/t/IC.....), attcsocliè il grado di questa 
è multiplo di 4, come lo è 9.1. 

60. — Alle conclusioni qui avvertite, nell' ipotesi di A=l, si può pervenire direttamente per 
un'altra via, che giudico di indicare; giacché sarebbe essa un principio di quella, che dovrò poi tenere per 
tutti gli altri casi di A superiore ad 1. 

Supponiamo solo il 0 divuore di .4, e cosi esso primo con B, con C, ecc. Le radici primitive 6,c 

delle equazioni (_B^,{Cà) si potranno ora ottenere dai prodotti delle radici primitive $, delle 

equazioni (B), (C), per le radici primitive af , <u*' della sola eq. (o), di cui m già sia utM, presa 

per base di (otte le altre, intendendosi gli esponenti i, t.... primi e inferiori a a. Quindi si avrà ogni pro- 
dotto nòe.... = a . C«j* . ym*’ = aSy = «Sy co*. Ora i gradi iU,B,C,.... essendo primi 

fra loro a due a due, si ba già qualunque prodotto aZy = r = rod. prim. dcH'cq. (ABC.....^); onde 

oAc.... =r<u*. La totalità di questi prodotti aCy... = r, che si riducono una sola volta ciascuno alle ra- 
dici primitive dcH'eq. (.■IBC....6), sarebbe perciò espressa dalla formala f(ABC.....b). D'altra parte ciascuno 
degli esponenti «, <',.... dovendo passare per tutti i suoi f(S) valori diversi primi e inferiori a a, la somma 
e = r -4- •' -1- -4- composta di 7 — 1 termini [quante sono le equazioni (Ao), (C5),ecc. ], verrà 
ad acquistare successivamente un numero di valori marcato da osservando che ad ogni completa varia- 

zione d' un uuovo termine , si avranno f(0) volte tanti valori di e quanti erano già i precedenti formati : 
la natura di questi valori non c'importa adesso di considerarla. Per conseguenza, combinando tutti i valori 
di r, fra loro dilferenti, con tutti i valori di e, ossia di o>', molti dei quali saranno certamente ripetuti e di 

diverse specie, si vede che si avranno in complesso una moltitudine di prodotti abc =riu', la quale sarà 

espressa dal prodotto p(.l AC... 0).p(a)^ rimane ora a provarsi come lutti questi abc... saranno unicamente 

radici primitive della sola c medesima cq. (,4AC. 9), alla quale r appartiene, qualunque sia mai per 

risultarne ogni valore di e, cioè della potenza a'. 

Per trattare la questione in generale, consideriamo un'equazione qualunque di grado m'/, dove sia 9 un 
diviinre di m. Essendo ai una radice primitiva deH'eq. (9), diciamo A quella radice primitiva dcH'cq. (in9), 
la quale valga a donarci la radice » colla sua potenza di grado in, cioè tale che si abbia B" = ai: ne 
seguirà la nuova potenza, di grado e, = D'altra parte, dicendo j> una qualunque radice primitiva 
della stessa eq. (m9), notiamo con » l'esponente primo ad m della potenza, a cui bisognerebbe elevare A, 
onde avere questa radice f, cioè che résulli A”=rf: ue seguirà il prodotto = A"*. A” ^A"*^’, che 
sarà quello da dimostrarsi essere sempre ei|nivalentc ad una nuova radice primitiva della stessa cq. (m9), 
qualunque valore si abbia il numero e. Ma ciò apparisce per se maniiésto, quando si osservi essere sempre 
l'esponente tne + » un numero primo ad me. Infatti, 9 dividendo in per ipotesi, qualunque fattor .sem- 
plice i di 1119, dividerebbe cosi sempre »i, c perciò la parte me della somma me -4-», senza mai divi- 
dere l'altra parte n, che rappresenta un numero primo ad m9; onde 1 non dividerebbe mai la somma 
intiera me-)-», la quale sarà pertanto in ogni caso un numero primo ad m9. Quindi la potenza ZI*'*'’' 
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equivarrà sempre ad una nuova radice della stessa e<|. (m4); e si avrà cioè ogni prodotto p.usz A*"'*'’' 

= rad. prim. dcH'eq. ifmS), come lo è f. 

Da questo priucipio segue immediatamente un'altra coofcrma di quel fatto la prima volta dimostrato al 
n.* IfC, rispetto alle equazioni di grado multiplo di i. Infatti se si suppone t 3 diriiore di m, essendo 
allora w = p — I =3ILp — l.se si prenda e = l,si avrebbe il prodotto f.a=f(ciKp — — f—f', 

da cui r + t' = ovvero = 

Ritornando ora al caso in questione , si conchiude che sarà pertanto ogni prodotto abe = ru* = r' 

= rad. prim. dcllcq. (ABC.....») unicamente, la quale ammette solo f(ABC...S) radici primitive distinte, 

mentre sarebbe 1>(.iBC. 4).f(0)*~' la moltitudine dei prodotti ohe....; onde fa d'uopo che ciascuna 

di tali radici si abbia f(»'f~' volte ripetuta, nel complesso di tutti questi prodotti abc.... medesimi. 

Se 4 = 3, tutti gli esponenti •, •' sarebbero uguali ad t; onde e=l-f-1-( =9 — t, che 

sarà pari quando q sia impari, ed ìmjtari quando q sia pari. Nel primo caso, sarebbe <u'= I , per cui 

subito abc.... =T = rad. prim. dell'eq. (3.4BC....): nel secondo caso, sarebbe a>*=3H.p — 1 , onde aie... 
= r.(Mp — f) = .71191 — r = compì, r = compì, rad. prim. dell'eq. (2.tBC....) = altra rad, prim. 

della stessa eq. (3ABC....), essendo il grado di quc-sta multiplo di i: dunque sempre ogni prodotto aie.... 

= rad. prim. dell' eq. (S.’IBC....); non ottenendo queste radici che una sola volta ripetute claKuna. poiché 
e non ha che l'unico valore 9 — 1. 

N'.o 61. — lo continuazione dell'analisi precnlente, esaminiamo ancora il caso di s=ir, supponendo 

I solo divi$ore di /t , e r solo divisore di B. Chiamando qui « e ( le radici primitive delle equazioni (.di' ) 

e (Br), notiamo con m e A le radici primitive delle equazioni semplici (r) ed (i): avremo le radici a e i 
delle due equazioni (Air)c(Bir) cosi espresse dai prodotti a = «M, 6 = 4^; onde segue il prodotto 
delle stesse ab=z:ap.€X—»\.tit. Ma già sappiamo, pel caso precedente, che il prodotto delle radici pri- 
mitive a e lidi due equazioni (.d.i) ed (1 .i), dove 1 divide il prodotto ,4.1, riesce sempre una radice pri- 
mitiva dell'eq. (.4 . 1 . 1) ossia dcH'eq. (Ai); dunque «x = «' = rod. prim. dcH'eq. (,4i); e per una ragione 
analoga sarà ep= t' = rad. prim. dell'eq. (Br). Per conseguenza si avrà ancora il prodotto ab = aX.Cp. 
= a' . t' =rad. prim. dell'eq. (,4t . Br), essendo di e Br primi fra loro, o cioè sarà ab = *’t'=f 
= rad. prim. dell'eq. (ABi). Inoltre si hanno le radici primitive c,d,.... delle altre equazioni (Cà), (Do),.... 

cosi espresse dai prodotti c = y . <1 = * . ®*', notando y, J, — quelle delle equazioni (C), (D) 

ed »*,»*', quelle dell'eq. (4), di grado 4 primo con C, con /), ecc: dunque si avrà ogni prodotto abed... 

=p.y«*.J«j* = = Or AB» essendo primo con C, con f),.... si ha ogni 

prodotto eyt ~~ = r= rad. prim. dell'eq. (.AB» . CD..,), e cosi ahrd = r»'. Ma, come sièprovato in 

generale, si ha sempre r<a* = r' = altra rad. prim. della stessa eq. (.4BC...0); dunque si conchiude ogni pro- 
dotto abed.... = rad. prim. dell'eq. (dB6'....4). Or di questi prodotti abed si avranno qui pure un 

numero marcato da f{ABC....») ; per cui saranno sempre le radici primitive di detta equazione ri- 
sultante volte ripetute ciascuna. Infatti si osservi da prima che già si avrebliero le radici a X = a’ 

— rad. prim. dell'eq. (.4i) ripetute f(i) volte, e le radici tp, = t' = rad. ]>rim. dell'eq. (Br) ri|ietute 
f(r) volte; onde segue die saranno i prodotti ab = a'»' = 9 = rad. prim. dcH'eq. (.4B4) ri|ietuti P(i').p(’') 
volte, osìiia f(4) volte; e quindi nc succederanno le radici primitive fyi = r = rad. prim. del- 
l'eq. (.4BC. 4) pure f(4) volle ripetute ciascuna. D'altra parte i valori acquistali dalla .somma 

e = «-4-«'-|- — ***~’’, composta di 9 — Stermini, sarebbero in lutto F(4)*~*; dunque si avranno le radici 
primitiveaàcd... = r®' =r' = rad. prim. ddl'eq.(.4Bt’...4) ripetute f(4).p(o)4”* volle, ossia p(*)^“' volte; come 
si trattava di dimostrare. 
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Beiu'liò con maggiore complicazione , si estenderebbe però il metodo a) coso di più rattori , divi- 
sori sepanitamenle dei numeri A, B, C, D, ecc., in cui si venisse a scomporre il a, nell'ipotesi sempre 
di A = 1. . 

N.’ G3. — Trattiamo ora il caso di A superiore ad 1 , supponendo invece a = t : c per andare dai 
casi più semplici ai più composti, supponiamo da prima che sia solamente A = i** , notando i un numero 
yrimo assoluto non divisore di ABC 

Le equazioni proposte saranno le seguenti x*' — t = yup, x®* — 1 Err.TILp.i^' — I z=3Cp,ecc. 
Chiamando sempre a. A, c,... le radici primitive di queste equazioni rispettivamente, notiamo con», S, y,... 
quelle delle equazioni i"* — t =3IL;i,x” — I = JTLp, i*" — I =3Itp,ecc.; c Con «*, «>* , <o‘ ’ 

le radici primitive deir unica equazione X*' — t=aitp, della quale già o> sia uno, presa per base di 
tutte le altre, gli esponenti essendo primi e inicriori al suo grado i”. Avremo le radici pri- 
mitive delle proposte cosi espresse: o = »a;*, A = Ca>‘,c = y<u‘ , ecc.; donde segue il prodotto 

abe * "■ = «6y a)', posto e == s-i-t' -4-«" -i- somma che riuscirà formata 

dì ij utrmini, quante sono le equazioni assegnale. Or per avere tutte le radici primitive a, tutte le A, tulle 
le c, ecc., dovendo ciascuno degli esponenti «, s", ... passare per tutti i suoi y(i") valori che gli com- 

|>elono, primi e inferiori ad i"; sarà qui il luogo di usare io proposito le conclusioni ottenute nella ses. 
sioiie precedente, a riguardo dei valori della somma e, che converrà adesso di ben distinguere fra loro; 
corrispondendo a ciascuna specie diversa di tali e una diversa equazione ri.sultante delle equazioni proposte. 
Avvertirò da prima come, essendo ogni prodotto aSy — — RT=rad. pnm. dell' eq. (ABC...), la totalità 

degli B sarà solamente ?(ABC...), vale a dire che nessuna di queste radici primitive sarebbe più d'una 

sola volta ripetuU). Ma frattanto, nella completa variazione di tutti i q termini della somma e, questa si 
riduce in generale »(•"). +(? — l,i”) volle alla forma mi'*'"'", per cui riesce questo stesso numero di volle 

la jiolenza a>' = oj^ = f = rad. ]>rhn. deH’cq. f ~ — j ossia dell'eq. (i"), essendo i'""”" i| massimo co- 


mun divisore fra i" c perchè m non contiene più i, per condizione di multiplo semplice: dunque si avranno 

di conseguenza f(ABC j(f‘) . -^(q — l,i*’) ossia y(ABC i") • ^(7 — prodotti aAc = /ia' 


= = Bf, i quali lutti saranno radici primitive della sola equazione (ABC....»'). Ma il numcru 

delle sole distinte di questa equazione sarebbe :^ABC...t'): dunque si conchiude che ilovranno le mede- 
sime sempre aversi .^{q — l , t"') volte ripetute ciascuna nella totalità dei prodotti ahe .... iVllo stesso temp 
la sonuna e si riduce pure •p(q,i") volle ad un numero primo c inferiore ad i", per cui diventa questo 
stesso numero di volle la |>olcuza co” = w' = altra rad. prim. dell' et|. (i"j: dunque si avranno ancora 


f(ABC ...) . i(q, i”), ovvero f(ABC...i") — - prodotti abe .-. = Ba' = rad. prim. dell'eq. (.ABC ... i"), 

K'*) 

, , è(7.'*) 

le quali perciò riusciranno • — • 


K'") 


volle ripetute ciascuna. Dunque in complesso , • nello totalità dei pro- 


• dotti nòe..., si avranno le radici primitive di tutte le equazioni (.ABC...), (ABC. Mi), (ABc...t), 

• (.'tflC... i"),...., (/l/ff.'...i"“‘), ciascuna delle quali sempre lo stesso numero •%— l,i”) di volle ripe- 

• luta; ed inline si avranno le radici primitive dell'eq. (.IBC... i*) ripetute invece — volte ciascuna : 
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• rìlencndo essere le funzioni J!,./ — i,i 1 — > c — _ , /•> , ■ 

KO’ ?(■■)+« »('■“) y(«r‘ 

> d'o|;ni doppio ugno eorriS|K>udeudo sempre il superiore al caso di g impari , e l ' inferiore al caso di q pari. ■ 
La tolalilà dei prodoui «(«...essendo T=. f{ARC...) . y{t" p, si avrebbe pure la nomina dei varj nu- 
meri di qucsle radici ripetalo uguale a T parimente. Infatti riesce tal rommn , come è facil vedere , eosi 
espressa ; 

KdBC...) . ( ;(q - 1 . o . [ 1+ KO + KÒ + -• + f(r~')] + K? . «') 1 


= K^tflC...). + i(,,oj =9(.i/fc...).9(i-)'= r, 


dietro (pianto si è già veduto al n.° 48. 

N." 63. — Come casi particolari avvertirò i seguenti. Nel caso di due (,M|uaiioni, avendosi ij = ì, uè 


segue ^(1 ^ • [f(i) — 1]: e se inoltre sia m = 1 , allora si ha ^(1 ,i) = y(i) 

K' ) KO 


■^(2 0 

= « — f, — ^ = f(i) — 1=1 — 2. Si dirà pertanto, in questo caso delle sole equazioni date (.li) e (Ri), 

f V*/ 

non aversi, da tulli i prodotti ab, die le radici primitive dell'eq. (.4/}) ripetute (i — 1) volte, e i|uel[c 
dell' eq. (.4 ffi ) ripetute (i — 2) volte ciascuna. Se di più sia i = 2, allora non si avrebbero altrinienli le 
radici primitive di quesl'ultima ecpiazione (.l/ii), che la formola ci condurrebbe a dire zero volte rifH'Iute, 
e solo rimarrebbeni quelle dcH'e(|. (.4/f ) ri|ielitte una volta ciascuna. Se invece voles.simo supporre »=l, 
allora le formolc ottenute ci darebbero per una parte maiieanti le radici primitive dell'ci|. (,1/i), perelié 
ripetute (i — i)=l — 1 = 0 volte, e per l'altra parte ci darebbero si le radici dell' ei|. (/l/ii), che di- 
viene (AB. I) ossia (.4/i), ma queste ripetute (i — 2) = I — 2 = — 1 volle eiascuiia. Or questo risul- 
tato d'un valor negativo per il numero rifietitore dell'equazione (/l/i), non proviene da altro che dall’avere 
sostituito qui innanzi il numera i — I alla notazione generale f(i); la quale operazione è ben lecita lino a 
che rimanga i superiore ad I , ma diviene al tutto illecita , quando sia i = I , avendosi in questo raso 
unico e s|iecialissimo ?(()= i, cioè y(l)= I. Perciò, ricorrendo dircltamcntc alle formolc generali, (|uesle 
darebbero al contrario tuttavia esistenti le radici primitive dell' cq. (.4//) ri|ietulc r(i') = 9 (I)=l volta 
ciascuna, c mancanti invece quelle dell' et). (ARi), clic sarebbero ripelnte 9(1) — l=y(l) — 1 = 1 — 1=0 
volle. A questo modo si evita il valor negativo — 1, nell'espressione del numeio ripelilore dell’ equazioni* 
risultante dimandata; ma frattanto vedesi come esso dovrebbe venir interpretato in altri ca.si consimili, che 
ci occorreranno in seguilo; riduccndosi questa interpretazione a cangiare il regno del medesimo, e quindi 
a riguardarlo, cosi positivo, come una giusta risposta, nel caso particolare che si esamini. Dilfatti l'ei|. (.l//i) 
si idenlilica coll’ cq. (/IB), per questa ipotesi di i=l; e d'altronde l'cq. (.1/?) è vera risultante delle 
pro|>oste (/I) e (B): dunque il valore avuto — 1 per quello del suo numera ripetitore, dovrà cangiarsi 
in -t- I , e dire quindi che si avranno le radici primitive dell'eq. (/I//) ripetute ciascuna una volta. Que- 
sto cangiamento di — I in I non solo è lecito , ma necessario , onde corregger l' errore commesso in 
principio, per cui diventa falso lo sleseo risultalo — I : non è però manco vero, che in luogo di — I vi 
vada proprio + 1 ; ma questa sostituzione ristabilirebbe ciononostante l'esattezza dei risultati , i quali sa- 
rebltero -t- 1 e 0, invece di 0 e — I, come son venali in conseguenza deH'avcr posto f(i)=i — 1. Ora 
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uu tale o|>eralo porta precisamente nel complesso lo stesso eflettn, clic se si correggano gli avuti risultati, 
coir aumetUarti ciascuno d‘ tm' unità ; pen'hè appunto riusciti essi più deboli di questa unità , a motivo 
di aver posto in generale r(i) = i — 1 , mentre va preso invece y(/)=i = l, ncll'ipolesl speciale di i=l. 
Supponiamo solo i = 3 , essendo m e q numeri qualunque; si ha allora, nel caso di q im/mn, le funzioni 


Xq — f ,2“) = 0, ed invece, nel caso di q;ian', le 

r(2 ) 


funziotu ^(q- 


K2") 


= 0. Perciò si dirà che, nel primo caso di q impari, mancheranno le radici primitive di tutte 


le equazioni (ABC..,.), (S.lfiC....), (iABC....),...., (3T~'.iBC.....), solo avendosi quelle dell’eq. (2“.'1BC. ) 

ripetute f(ìTf ' volte ciascuna; ed invece, nel secondo caso di q pari, mancherebbero le radici primitive 
di solo (|uesl'ultima, avendosi quelle di tulle le equazioni precedenti, ripetute pure ciascuna lo stesso nu- 
mero di volte ■ Così, nel caso particolare di q = 2 numero pari, si avranno solo le radici primitive 

delle equazioni (,iB), (2.1/?), (2"~'.4/?) ripetute K*") '“he ciascuna; e non si avrebbero 

quelle dell'cq. (2",l/?,. Se inoltre tn=l, si avrebbero solo le radici primitive dell' eq. (.4fi) ripetute 
una volta, mancando al tutto quelle dell' cq. (2.1/?), come già si è veduto. 


8e con m c q qualunque, si suppone«'=l, allora veneudo ^(q — 1,1) = 0, c = 1 , nel caso 

K') 

di q impori; ed invece -^(q — 1 ,t)= I, c — ^' - ^ = 0, nel caso di q pari; si avrebbero nel primo caso 

le radici primitive deH'c(|. (.1/?C..... 1) ripetute 1 volta, c nel secondo quelle dell' eq. (.1/?C...) ripetute 
pure I volta ; e in sostanza sempre le radici primitive dell' cq. (ABC...) non ripetute più d' una volta , 
come già è noto, essendo qui (.i),(B),(C) le equazioni assegnate. 


<,)ualunque sia q, supponiamo a uu tempo ■ = 2 , ed tn = ( ; si ha cosi ^(q — 1 ,2)= 0, 

f(2) 

■luawlu q è imiHiri; ed invece .^(q — l,2)=l, e — ^ = 0, quando q è pari. Nel primo caso di 

r(2) 


q impari, si avranno adunque le sole radici primitive deH'equaz. (2.I/?C...) uno volta ripetute; ed invece, 
nel secondo caso di q pari, si avranno solo quelle dcll'eq. (.4/?C.„) pure una volta ripetute ciascuna, 
(tucsti risultati si |k>ssouo ancora confermare direttamente come segue. 

Fra le radici primitive a,b,e,... dell' equazioni (2.4), (2/?), (2C),... e quelle a, C, y,.... delle equazioni 
coiuplemcutari (.4), (/?), (Q,.... pas-sando le relazioni a = p — «, b = p — s, c = p — y, ecc., viene cosi 
il prodotto abe— =(p — »)(p — «Xp — ■/)•. •= .ULp ::FaSy...., secondo che sia q impari o pari. Or se 
q im/iari, si ha allora abe-- = OHp — aCy. .. = compì, rad. prim. dell' eq. (ABC....) = rad. prim. dcl- 
I' eq. (2.4//C...); e se invece q pari, allora subito nòe.... = 3H,p -l- *6y.... = rad. prim. dell'eq. (/IBC....). 

.\.° C4. — Passiamo al caso più composto di h=.i'k , e cioè delle equazioni date 


* — 1 = 3ILp, z*' * — l — StCfi, z*^* * — 1 = 3ILp, ccc., 

lidie quali sempre a, li, rappresentino in ordine le radici primitive. Notiamo ora con «, g, y,.„, rispetti- 

v.imeute le radici primitive delle Seguenti equazioni x^' — l = 01lqi, z®‘ — \=3ICp, z" — 1 =.onqj, ecc.; 
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e cou oj', oj' , oj' ’ quelle della nuova equazioue elementare i* — 1 = 3lLj>. Avremo pure 

n =z a«', b = ?a>* , c = ya‘ donde il prodotto abc.... — «Cy.... '+■••• — xCy....a', ponendo 

e = 4-h«’ 

Or si ha già, pel caso precedente, ogni prodotto 

irad. prim. dell'cq. (ABC.... i") per — l,i") volte. 


a«r....= I 


rad. pn'm. dell’eq. (.4BC.... t") per ^ volte; 


dove successivamente si prenda n = 0 , 1 , 3 m — 1 , escluso sempre n = m. 

D'altra parte l’esponente e si riduce alla forma per e(t*) . ^>( 7 — !,*'’) volte, e cosi riesce tal iiu- 


di volte la potenza oj'sso/** =f = rad. 


prim. 


dell'eq. dell’eq. (i*), dove sia pure 


avranno invece 


«=0,1,2,.... r — I : duntpie si vede che si avranno in complesso Wv — 

ossia y(/lBC.....i*it') .^(q — l,i“).^(q — l,t^) prodotti abc.... riduccntisi alla forma xSy...f = rad. fnim. 
dell' eq. (,4BC.... le quali radici verranno cosi >( 7 — 1,«").^(7 — 1,0 volte ripetute ciascuna; e si 

r(ABC.... ,•■) • r(0.*(7— 1,0 ossia ^.4BC...i"0 — r(9— • ,0 proJ<"‘i 

K' ) »(' ) 

aie.... riducentisi alla forma P = rad. prim. dell'eq. (ABC.... i"A*), le quali radici riusciranno p<!r- 

•A(7 , 0 ,. 

tanto ■ f( 7 — 1 ,* ) volte ripetute ciascuna. 

nO 

ISello stesso tempo, l'esponente e diviene ancora un numero primo e inferiore a 1^, per una mol- 
titudine di volte marcata da +( 7,0 ossia da r (0 e cosi riesce questo stesso numero ili 

K* ) 

volte la potenza a>‘ = ffi' = rad. prim. dell' eq. (O = *lonque si conchiude parimente che si avranno 

+( 9,0 

r(ABC.... i"0*t(9 — y— prodotti aie.... riducentisi alla forma a$y.. ..»>'= rad. prim. del- 

l'cq. (ABC. i"0 , le 1“»l' saranno +( 7 — l,i*) volte ripetute; e si avranno inline 

ko 

f(ABC....^k ')-^^ — ^ — ^prodotti oic.... riducentisi alla forma «Sy ....»' = rad. pnm. del- 

K*') 

l' eq. (ABC.... ^k'), le quali ancora verranno volte ripetute. Dunque, riepilogando, si dirà 


r(0 KO 


aversi in generale tutti i prodotti 
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aie.... = I 


rad. prim. ilcll' eq. (.ìliC. i"i*) 

rad. prim. doll'cq. {ABC. l'k') 

rad. prim. deU'cq. {ABC. 


per 


per 


v(?.‘ ) 

■“Tir ' 

K' ) 


volte. 


|M?r “ 


X?— 1,1 ) — - 

f(i) 

ko Kn 


volle , 


volle ; 


dove n ed a possano avere Ioni i valori diflcrcnli a parile da cero fino apN ullinii m — 1 ed r — I rispel- 
livanienle , e presi in lolle le loro po.ssibili rnmbinaeioni. 

N.“ GS. — Esaminiamo alcuni casi |iarlicolari. Supponiamo a un lenipo il numero delle date equa- 
zioni q — 'ì, e gli cs|Hineuli »n=l,r=l; eosi che sia h = ik semplieemenle ; si hanno allora i mimen 


riprlituri così espressi : ^ ( I , i) . 1 , A) = f{i) . f(k) = {i — 1 ^k - 


-l). -Ki ,k) = [HO- l].,(A) 


HO 


= (.-aXA-l); 


•K>.0-^,p = H0IHi)-i] = (l'-ixi-a). 


K9.0 +(2,A) 


HO H*) 

— [HO — '] • [H^) — '] = (' — — 2); onde, enunciando a parie questo easo, si dirà: 

• Moltiplicando tulle le radici primitive a per tulle le radici prìmilìve 6 delle due equazioni {Aik) e {Bik), 

• nella serie dei priHloili ah, si troveranno le radici primitive dcireq.(.li?) ripetute (i — IX* — 1) volle; 

■ quelle dell' «(.(.ICi) ri|K'lule (i — — 1) volle; quelle dell' eq.(.-JBA) ripetute (i — IXi — 2) volle; 

• e iiilìne quelle deireq.(.lfij'i) ripeiule (i — 2X* — 2) volle ciascuna. ■ 

Se inoltre fosse uno dei fattori i = 2, allora venendo i — 2 = 0,« — 1 = 1, si vede che non si avranno 
piu che le sole radici primitive dell' cq.(.lB) ripetute (A — I) volle, e quelh: dell' eq. (.4/M) ripetute 
(A — 2) volte. Se invece si poue.sse i=l, queste formule ci darcblicro mancanti le radici primitive del- 
I cq. {.W) ed (.l/fA), mentre ci fornirebbero quelle delle c<|uazìoni {ABi) ed {ABik), che rinvengano alle 
stesse (.Ifl) ed (.IflA), ripetute — (A — 1) volle, — (A — 2) volte. Ma cangiando il segno a questi numeri 
rijtftitnri, si dirà giustamente che sì hanno invece le radici primitive dell'cquazioni {AB) ed (.4flA) ripe- 
tute rispettivamente (A — I) volle, e (A — 2) volle: come si concbiuderebbe direttamente dalle formole qui 
innanzi riferite, dove si ponga 5'(i) = i= I, invece di H0 = ' — *, Hie si c messo in generale. 
Supponiamo solo i = 2, qualunque siano »n, r,q. Allora, nel easo di q impan, avendosi ^(q — 1 ,2")= 0, 

H>/.2"‘) 


H2") 


-’A.'f'p *, maneberebbero tutte le equazioni della prima e terza forma delle sopra indicale; ed 


invece, nel caso di q pari, avendosi ^q- 


■1,2“) = H2")»“*, e 

H2") 


:0, mancherebbero tulle le 


ispiaziuni delle altre due forme seconda e quarta. 

iN.“ 06. — ■ Foceiamo ancora I’ ìpotc.'ii di * = ì"AV, o cioè delle equazioni date {.k^^k'f), {Bi^l^l‘), 

(Ci’^k^l'), cec.; di cui sempre a, b, c rapprcsenliuo le radici primitive. Notiamo adesso con “, 4, y,.... 

le radici primitive delle equazioni (,li"A^), {B^tf), (Ci"A’’), ecc,; e con <u', <n‘', quelle della nuova 

equazione elementare (X). Atteso le relazioni a = »»*, 4 = Sa* , c = y®* ,..., si avrà qui pure il pro- 
dotto o4c... = «ey. .. **”*■■■■ = ««y...xu‘. Ora i prodotti a?y.... danno le radici primitive di tutte le 
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equiziani delie quaaro liiraie dislinlo oel n.° 64, con gli slessi numerì ripetilorì di ciascuna, che ivi si 
sono indicali. Dalira parie la pnlenia ai‘ sì riduce — I ,<*) volle alle radici primitive dcU'eq. (f), 

e si riduce invece ossia ^ volle alle radici primitive dell' eq. (/): dunque dalla com- 

r(n 


picssiva combinazione di tulle queste radici a>‘ con quelle delle xCy..,., ne risullerà ogni nuovo prodotta abc.... 
delle seguenti forme generali, cioè: 


aie.. 


rad. prim. dell’eq. (.IBC... 

...fk’f) 

per ;( 7 — 1 ,r; 

rad. prim. dcire<|. (ABC... 

...i"*r> 

per 

+(9.0 

KO 

rad. jtrim. dcH'cq. (.\BC... 


per 

•K 9-1 

rad. prim. deH'cq. 

e 

P_ 

|K‘r 

+( 9.0 

rad. prim. dell'eq. (.IBC... 

...i"k‘t') 

per 

■r(9-'.«-” 

rad. prim. dell'eq. (ABC... 


per 

«7.0 

rad. prim. dell'eq. (.\BC... 


per 

«9— 

rad. prim. dell’eq. (ABC... 

...i"*'/') 

per 

«9.<" 


-i,*0-^- 
^(9.*'') ^(9.0 


volle. 


volle , 


dove II, a, c, abbiano succcssivamenle tulli i valori a partir da aero fino ai limiti rispettivi m — 1, r — 1,< — 1 
inclusivamenle, fra loro combinali in tulli i modi possibili. Riesce ora manifesla pienamente la legge 
generale che seguono qucsii risullali, i quali confermano intanto le conclusioni già avanzale in proposito 
nei num.' b6 e 57. 

67. — Supponiamo in particolare q=i, e gli e.sponcnti m, r, t ad un tempo uguali ad 1; cosi che 
sia A = ikl, e non abbiansi altre equazioni date che le due (AM) e (Ilikl). Riuscendo in tal caso le funzioni 


*(1.0=K*’) = i(\.k) = f(k) = k-i, *(!,/) = K0 = ^-«. i^ = K0-i = — 2, 


X2.4) 

K*) 


K*)-i=*-2, = ='-2: 


modi6cando a dovere le ultime eapreasiotii , 


nell' ipotesi che uno dei fattori 1 , k, l fosse eguale ad 1; si conchiuderà cosi il seguente teorema: 

• Nella totalità dei prodotti ab delle radici primitive a e b delle due e<|uazioni e Bikl), sì Iro- 

» veranno io generale comprese le radici primitive dcireq.(.l£) ripetule(f — IX* — IX^ — quelle 

• deH'eq. (dfii) ripeiute (i — 2X* — IX^ — *) 'olle; quelle dell'eq. (/l£à) ripetute (i — IX* — 9Xf — 1) volte; 

• quelle dell'eq. (ABI) ripetute (i — 1 X*— 1 X^ — 2) volte; quelle dell'eq. (ABik) ripetute ( 1 — 2X* — 2Xf— 1 ) volte; 


Digitized by Google 



63 

• quelle deir<q. {A Bil) ripe<ii(e(i — 3X* — *X^ — ’'<’*•*! quelle dell' eq. (ABU) ripetale (« — 1 X* — 9X< — 3) ''olle; 

• ed iufioe quelle dell'eq. (ABM) ripetute (i — 2X^ — ''*’l*e ciasctiou. • 

Se fosse inoltre i = 3, allora mancherebbero le radici primitive delle quattro equazioni , nei cui gradi 
entra il fattore i, andando a zero i loro numeri ripetitori , per il fattore i — 3 = 0 ; e non rimarranno 
così che le sole radici primitive delle altre quattro equazioni (.4£), {ABk), (ABI), (ABkl), rispettivamente 
ripetute (k — IXf — 0 volte, (A — T,(l — 1) volte, (k — IXf — 2) volte, (A — 2Xf— 2) volte, divenendo il fat- 
tore 1 — 1 = 1. 

Altri casi particolari è inutile di avvertire, deducendosi sempre questi facilmente dalle formolo generali 
di sopra stabilite. 

N.° C8. — Ma non lascerò questa materia, senza derivare da queste formolo un corollario di molta 
importanza, che è la dimostrazione del teorema generale gii avvertito sul finire del num.° A9, e ehe viene 
qui ora a conchiudersi della più pronta e facile maniera, che possa desiderarsi. 

Date le equazioni (,4i"'A'’), (fli"A'’), (Ci"A''), ecc., di cui sono o, 6, e le radici primitive; se notiamo 

ora con «, e, y...... quelle delle equazioni (.4),(fl), (C) e con o> , <»* quelle invece dcireq.(i"A''); 

si avrebbero sempre le relazioni a = a<o*, 6 = g<b*', c = yiu‘'' ; dalle quali segue il prodotto abe 

= n«y.... co* = «Cy a>', ponendo e = Or noi giù sappiamo, 

dietro il n.° 64, ebe i varj prodotti abc.... si riducono alle radici primitive delle quattro principali equa- 
zioni ivi notate, con insieme i numerf ripeiilori di ciascuna d'esse. D'altra parte riuscendo tutti i pro- 
dotti a.%y-- =. rad. frim. dell'eq. (.4/10....) una tota volta ripetuti, ti d'uopo adunque che risulti cor- 
rispondentemente la potenza <»', c perciò rcsponcntc e, dì tutte le forme convenienti, onde si abbiano quelle 
mede.sime conclusioni formulate al n.° 64. Ma la prima di dette quattro equazioni indicando che devono 
aversi r(dBC....).y(i"A').^(q — — l,A'") prodotti abc.... rìducentisi alle sole radici primitive del- 
r cq. (d/)C....i*A'), fa d'uopo a tal fine che riesca adunque l'attuale potenza a,‘ = rad. prim. dell'eq. (<*A^ 

ossia deH'eq.l — _ — j un numero di volle marcalo da * perciò che diventi 

\i" " A z 

(/uetlo fieno numero di volle la somma e uguale a un multiplo templice di i*'~’'A'^'. Dunque si con- 
chiude che si avranno t , i”).Y(k') . -^(q — l,A'') valori dì e = ^i"*~"A'’~', dove sìa 

n = 0,l,3, m— 1, ed z = 0, 1,2,...., r — 1. In particolare, per n = 0, a = 0, si avranno cosi 

■|((/ — 1 ,i").^(q — 1 ,k') valori di e — ix^k’’ ossia = i*"A’’. 

Parimente la seconda equazione indicando che devono aversi f(.4BC....).rl>").r(^'*) +(q — I 

KO 

prodotti abc.... riducentisi alle radici primitive dell'eq. (ABC....t‘‘k‘), fa d'uopo a tal fine che divenga l'al- 

n”k''\ 

luale potenza <u’=zrad. prim. dell'eq. (i"A*) ossia dell'eq. un numero di volte marcalo da 


?(A*) . +(q,i*).'f'(q — l.A*"); e perciò che risulti questo iteiio numero di volte la somma e uguale ad un 
multiplo templice di A^*. Dunque si coochiude che si avranno +(V > •") • K**) • f’(9 — IfO valori 
di c = mA^~'. In particolare si avranno +(q, i*’).i(( 9 —l , A'') valori dì e = ma'". Allo stesso modo ragio- 
nando sulla terza equazione, si conchiuderà aversi t(i").^(q — 1 ,i“).^( 7 ,A^) valori dì e = w“ , e in 
particolare f(q — 1 ,i").^(q,A^) valori di e = Mi"; e cosi dalla quarta equazione si conchiuderà che si 
hanno +(9 > •") • 'K? > O valori di e primi e tnferiori al dato numero i“A^. 
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Operando del lutto uoalugameDIo, nell'ipotesi dei numero h = t*k'^, dal confronto delle otto forme di 
equazioni stabilite al n.° 66 , si perverrà ancora alle conclusioni generali seguenti: 

• Nella totalità dei valori della somma e = * -q-* -!- + ‘^*~**, formala sempre di q termini 
» jwimi e inferiori al numero i"t’'l‘, e risultanti dalla completa variazione di ciascun di questi ter- 

• mini, che passi progressivamente per tulli i suoi valori che gli competono; si avranno 

» ?(•*). ^(9 — 1 — I >0 • r(0 • +(? — ''•‘lori di e = ; si avranno 

• •^( 9 ,i").f(*’).^ 9 — I 1 ,f^) valori di e = >si’'~*f'"'’; si avranno 

• •+(?—* > 1 ') '■■of' di e = /ui"”V“*’; si avranno r(i^).^.( 9— 1 

• valori di e = n^~”k' si av ranno 1 ^( 9 , i™) . ^( 9 , i') . y(/®) . ^( 9 — I ,/*) valori di e = f‘f*~';si avranno 

• ^( 7 . 0 ■ »(*’) ■ Kv— ' . O • K‘l ’ i*' e si av ranno s<i*J . I , i") . i(q , k') . i'{q , /') valori 

» die=Au"~"; ed inlìne si avranno é( 7 > 0 -^ 9>0 •♦(ViÒ valori di e = f» l, vale a dire primi e 

> inferiori al dato numero ^k'i': dove n,s,v possano sempre avere tutti i valori a partir da zero Gno 

> ad m — i rispelùvamente, ma non oltre questi limiti. • 

É manifesta la legge di questi risultati, clic avrebbe anche luogo per casi di A maggiormente composti: 
onde il teorema trattalo nella sessione precedente, pel solo caso di A = i^, rimane ora complelameale 
generalizzalo e dimostrato a un tempo per l' ipotesi di un numero A qualunque. 

Quando fosse uno dei fattori, per cs. i=!2, tulli gli inùeri essendo impari, la loro somma e 

sarà ancora impari quando lo sia 9 , e sarà invece pari, quando tale sia 9 . Or nell' ipotesi di 9 imjMtri, aven- 
dosi 4 ( 9 — 1 , 2 '") = 0 , e 4 ( 9 , 2 ") = r( 2 "/, mancheranno allora tutti i multipli semplici dei divùori pari di 
A = 2 "aV, dove entri cioè il fattore 2 , a qualunque potenza m — 11 ; e uou si avranno più clic ì soli 
mulGpli semplici dei divitori impari k'~~‘ f~’, k'~‘, e di 1. All' opposto quando 9 sia pari, aven- 
dosi 4 ( 9 — 1 e 4 ( 9 , 2 ")= 0 , mancheranno invece lutti i multipli semplici di questi ultimi 
(Uviiori impari; solo rimanendo ì multipli semplici dei divùori pari 

2"~*. E ciò si accorda infatti col risultare e nel primo caso sempre impari, e invece nel secondo caso 
sempre /Miri. In quest' ultimo caso non si avrebbero dunque valori di e primi ad A. 

N.” 69. — Nella discussione che abbiamo intrapresa, ci rimane ancora ad esaminare l'ipotesi di 9 >1, 
con A > 1 ad un tempo, qualunque siano poi questi numeri; purché Turni, il 9, diviiore di ABC...., nel 

senso largo da noi adottalo; e l'altro, il fattore A, primo totalmente con ABC. .Ma di poco diversi 

saranno i risultali, che si otterranno in proposito di questa doppia supposizione di 9 ed A maggiori di I, 

comparali a quelli avuti nel caso di A>1 con 6=1: siccome ciò si è già osservalo io generale noi nu- 
meri 56 e 57 ; riduccndosi pur sempre la questione al solo A, da cui unicamente viene a dipendere la 
molGludine delle diverse risultanti delle equazioni assegnale; mentre che la pce.seuza del 6 >l non ver- 
rebbe ad apportare mai altro cangiamento che questo del surrogarsi io principio il semplice prodotto ABC.... 
col nuovo prodotto ABC.....0, e del moltiplicarsi ancora ciascun numero ripetitore delle varie e<|uaziooi 

risultanti, nate dal solo A, per il fattore costante Vediamo ciò brevemente. 

Essendo (.loA), (£9A), (C'sA), ecc. h: equazioni date in numero di 9 , delle quali a,b,c, rappresentano 

le radici primiGve; notiamo con «, J, y,.... le radici primitive delle sole equazioni (.16), (Zl 9 ), (Co), ecc., 

e con iu‘, (u‘ ,af quelle dcU'eq. (A). Atteso le relazioni a = 3o>‘, 6=Su‘ , c=yo>* avremo sempre 

il pnalutto aie = aOy =uCy <a‘. Ma si ha ora ogni prodotto «ty = rad. prim. 

dcH'eq. (.lflC.....O) [ler f(9)’— * volte. D'altra parte, designando |ier d uno qualunque divisore di li, si ha. 
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pel leorema generale del nninero prccedenle, la potenza = rad. prim. deH'eq. (d) per JVf(d) volte; 
notando con A' f(d) il numero cognito dì volte che tale potenza riduoesi alle sole radici primitive del- 

l’eq, (rf). pel riuscire responenle e=/i — qtieilo tietto numero di volle, nella cui espressione en- 

/ A \ ^ 

trerà sempre il fattore f( ) t)ssia f(d), come risulta chiaramente dalle formole sopra riferite. Perciò eom- 

biuando insieme tutte le radici primitive cosi ripetute di queste due equazioni (.IflC t) e (d), vedesi 

che si avranno al momento f(ABC. 0).f(o)*”*.A'.j!(d) ossia f(.IBC....«d). A'. prodotti aie , 

i quali riusciranno solo radici primitive della stessa cq.(d0C.....td); per cui verranno queste radici 

volte ripetute ciascuna: ossia che si avrà dun*|ue ogni prodotto abe = rad. pri?n. dell'eq. (.4/IC... ed) 

per A’.f(o)*~* volte. Or si conosce facilmente che A' sarebbe proprio il numero ripetitore corrispondente 

all'eq. (.10C. d), che si avrebbe nell'ipolesi di i=i, cioè dipendentemente dal solo li. In conseguenza, 

come si è annunziato poc'anzi, sì tratterà questo coso di 9 >1, e di A >1 ad un tempo, supponendo pure 
da principio 9= I, c determinando corrispondentemente tutte le equazioni risultanti (.4 fif. '..... d), che si avreb- 
bero in proposito del solo A, insieme con tutti ì numeri A ripetitori delle medesime; quindi moltiplicaudo I 
gradi di tutte queste equazioni pero, c detti numeri A' per si avranno allora le vere equazioni risul- 

tanti dimaudatc, insieme ai ven numeri ri|>etitori di quest' ultime. 

In altro modo si può venire a queste conclusioni , che mi limiterò a indicare pel solo raso in cui 0 fosse 
un diviìore del solo d, riuscendo esso primo con II, C come già è primo con A |ier condizione. No- 
tiamo con e,y, le radici primitive delle equazioni (ZIA), (è'A) c con invece quelle 

dell' eq. (S): avremo b—e,io, e = y<a‘' , ; ondo segue il prodotto nòe.... =aSy = aCy...®'- 

.Un ora i gradi A9h, Bh, Ch,... non avendo più altro coinun divisore che il solo A, primo totalmente col 
prodotto .HBC...., dove sono di più i fattori Al,B,C, primi fra loro a due a due; si ha così in ge- 
nerale, |icl n." CG, ogni prodotto aty = f = rad. prim. dcH'eq.(.l'i/fC. d) per A' volle; designando d 

un qualunque divisore di A, ed A il numero ripetitore corrispondente; il quale sarebbe pure sempre lo 
stesso che se fosse S=l, ovvero che se in luogo di Ab si avesse A semplicemente; non dipendendo punto 
questo A dai fattori A, B, C., D'altra parte sarebbe |X>i ogni provlolto abe =:g.a)*= altra radice pri- 

mitiva della stessa cq. (AbBC....d) , qualunque sia e, come risulta dal principio generale dimostralo al nu- 
mero 60; incnlrc che intanto, dalla completa variazione di tutti i termini della e=*-t-»'-| 

si avrebbero di questa un numero di valori marcato da dunque sì avranno in lutto A.f{9)*~* 

prodotti f.u‘ = abc.... = rad. prim. dell' eq. (.tflC...»d), le quali radici vciTanno così A'.p(9)* * volte ri- 
petute ciascuna. Pei casi dì 9 composto di varj fattori divisori separaUimenle dei numeri A,B,C, si 

modilieherebbc la dimostrazione, come al n. Gl , e si perverrcblie sempre alla stessa ronclusìonc. 

È da notarsi in generale che se fosse 9 = 2 ne verrebbe semplificato ciascun numero ripetitore, che si 
ridurrebbe ad A, pel riuscire p(9)*~* = 1, in eonseguenza dell'essere g(9)=p(2)=l. Onde offrire un 
esempio completo del teorema testé dimostralo, enuncierò a parte il caso di q=2, e di A = iA, qualun- 
que sia 9 divisore dì AB : si dirà |>erlanto : 

• Date le due equazioni (Aiik) e (Btik), nella totalità dei prodotti ab delle loro radici primitive, si Iro- 

• veranno quelle dell' eq.(.dB9) ripetute y(9Xi — IX* — I) volle; quelle dell' cq.(.4B9i) ripetute g{oX* — SX* — 1) 

• volle; quelle dell' cq. (dfl9i) ripetute g(9Xi — IX* — 2) volle ; infine quelle dcll'eq. ( Iflsit) ripetute 

’ f(*X* — ^X* — I*) * Se di più 1 = 2, allora mancheranno le due equazioni (.iBbi) ed (ABiik) 

solo rimanendo le equazioni (.1/19) ed (.IBoA), le cui radici primitive sì avranno ris|>ellivamenlc ripetale 
K4X*— i)vollfe, e KòX*— 2) volte. 
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70. — Aflin di completare per ofai parte il mhiztone del problena generale propostoci ia questa 
si>ssione , come fu enuariato da principio, resterebbe ad esaminare il caso, in cui i gradi delle equazioni 
date ammettendo bensì un maseimo eomun dirieore a = oA, non riuscissero poi i quozienti di essi gradi 
per questo ^ primi fra toro a due a due, come finora si è supposto in tutto ciò che precede; me solo 
rioseissero primi fra loro preti collettivamente; potendo anche trovarsi di già in questo stato i gradi 
medesimi assegnati, onde poi fosse il loro massimo commi divisore ^ = 1. Or questi novelli casi 
sarà pur facile sempre di ridurli a quelli di sopra esaminati, combinando le equazioni date non tulle in- 
sieme in una volut, ma si da prima solo una parte di esse, clic soddisfino alle note condizioni; poi ciasctiiu 
rìsnilante parziale oticniila combinandola ancora con una o varie delle rimanenti; e cosi di seguito, tino 
ad impiegare tutte le equazioni proposte. Le ultime risultanti, avute con questo metodo, sarebbero quelle 
dimaudale, delle quali pare siansi formati progressivamente i rispettivi numeri ripetitori. Spiegherò il 
processo a tenersi sopra d'un esempio assai semplice, che potrà però servir di norma all'operazione da 
farsi in tutti i casi consimili. 

Siano date le tre seguenti equazioni — 1 =.TIt.p, x®"** — l=.TIl.p, — l=3ILp, dove A,ll,i: 

si suppongano primi fra di loro a due a due, ed i,f,g,k, fiiUori semplici diversi, nessuno dei quali sia 
divisore di AHC. .Avendosi qui il k per massimo eomun divisore dei gradi di queste equazioni, non 
sarebbero però i quozienti Àif,Big,Cfg primi fra loro a due a due, ma solo sarebbero primi fra Inm 
colletlivamenie; mentre che esisterebbe ancora il mass. rom. divis. t fra il l.° e il 3.*, il mass. roni. 
divis. firn il l.° c il 3.*, ed il mass. min. divis. g fra il 3.° e il 3.*. Qualcuno di questi divisoci po- 
trebbe snelle trovarsi uguale all' uniti), siccome potrebbe anche aversi k-=[; i quali casi tutti sarebliero 
compresi nel generale che ora trattiamo. É manifesto die noi otterremo tutti i prodotti abe delle radici 
primitive delle In* date equazioni, se prima formeremo tutti quanti i prodotti ab di quelle delle due prime, 
e poi moltiplicheremo ancora ciasrno ah per tutte le radici primitive e della terza equazione. A questo 
fatto corrisponde il metodo a tenersi nella combinazione delle «inazioni proposte, onde arrivare alla sco- 
perta di tutte le loro risnllanli dimandale. 

Cominciando a combinare le dne prime insieme, i cui gradi ammettono il massimo eomun divisori' ik, 
avremo, nella totalità dei prodotti ab, le radici primitive dell' eq. (.ffl/'j) ripetute (» — IX* — 1) volte; 
quelle dell' eq. ('.•l/?/'!;i) ripetute (i — 3X* — I) volte; qncllc dell' eq. (.■Ifl/'ji) ripetute (i — IX* — 3) volte, 
e infine quelle dell'eq. (.A/f/'^ià) ri|ietutc (t — 3Xà — 3) volte ciascuna. Or qncste quattro risullaoti parziali le 
dovmno noi combinare iieparalamente colla terza data equazione {Cfgk); e ne avremo i risultati qui appresso. 

Coiiiliiiiando una tota valla l' cq. (.•IW/'j) coll' cq. (C/'sA), atteso il massima eomun divisore fg dei loro 
gradi, avremo, nei prodotti ahc corrispondenti, le radici primitive deircq.(. 1 /fCilr) ripetute (f—l)(jg — I) volle, 
quelle dell' eq. (.IflCi/’) rìpctiilc (f—'ì)(SI — volte, quelle dell' eq. (.1/ICtj) ripetute (f—i)(g — 3) volte, 
e quelle dell' eq. (.IBCl/j) ripetute (f—^Xs — volle. E poiché le radici primitive dell'eq. (.l/V/'j) si è 
dello di osarle una iota volta, mentre si hanno già esse (i — IX* — Involte ripetute nei prodotti ab, 
cosi v«lcsi che se noi combiniamo veramente tulle queste radici, cosi ripetute, con quelle della data 
c([.(Cfgk), prese tuia iota vetta, ne rianllennno allora bensì le stesse quattro risultanti totali ora dette, 
ma i loro definitivi numeri ripetitori saranno quelli testò indicati moltiplicali ancora per il fallare nistantc 

(i — IX* — O' Da qui innanzi, per brevità di discorso, io dirò equazione ripetuta invece di radici 

primitive delta late equazione ripetute : cosi enuncieremo adesso il fatto fin qui osservala : dalla 

combinazione dell' eq. (ABfq) , ripetuta (i — IX* — I) volle, coll' cq. (< 79 *), presa una volta sola, ne 
risulteranno le quattro risultanti totali, cioè l'«|. (.IBOt) rì|«tula ( 1 — IX* — fX/~*Xff — *) volte. 
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ripetuU (i— iX*— IX/— •) l'eq. ripetau (i— JX*“ 'X/"— IXs— 2) 

volle, c I’ e<j. (dflCt/j) ri|>elula (» — IX* — IXX— 2Xj — 2) volte. 

In e);ual mollo, dalla conibinaalone della risuUanle paniale {Afìfgi), ripeUila (i — lìX*~i) volte, colla 
data equazione (Cfgk}, pretta una sola volta, attew il maas. com. divi», fg, avremo le quattro auove 
risultanti totali, cioè T eq. (,4BCi*) ripetuta (i — 2X* — 1X/'~IX9 — I) volle, I' eq. (.tflCi*^ ripetuta 
(i — 9X* — IX/^^Xj— 1) volle, rcq.(.l£Ci*g) ripetuta (i — 2X* — IXf— IXj— 2) volle, e l'equazione 
{ABCik(g) ripetuta (i — 9X*— IX/— 2X9 — 2) volle. 

Ualla combinazione invece della terza risultante parziale (AJifgk), ripetuta (t — IX* — 2) volte, colla 
data etjuazione (Cfgk ) , atteso il massimo comun divisore fgk , ne nascerauoo qui le otto seguenti 
equazioni, cioè: j'eq. (4BC) ripetuta (i — IX* — 2X/— 1X9 — *X* — 0 volle, l' eq. (.IflC/) ripetuta 
(i— IX*— 2X/— 2 X 9 — IX*— 0 volle, rcq.(/IBCi;) ripotuU (<— IX*— 2X/—1X9— 2X*— *) volte, l'eq. 
(.l/JC*)ripetula(i— IX*— 2X/— 1 X 9 — *X*— 2)volte, req.( 4 fl(.'/' 9 ) ripelula(i— IX*— 2X/— 2 Xj— 2X*— I) 
volle, l'equazione (AliC.fk) ri|>etula ( 1 — IX* — 2X/— 2X9 — *X* — 2) volte, I' equazione ri|M!lala 

( 1 — IX*— 2X/— 1 X 9 — 2 X*— 2 ) volle, e intine \'e(\.{ABCfgk) ripetuta (i— IX*— 2X/— 2X9 — 2X* — 2) volle. 

E ancora dalla combiuaziouc della quarta ed ultima risultante parziale {ARfgik), ripetuta (i — 2X* — 2) 
volte, colla data {Cfgk), presa sempre una sola volta, atteso il massimo comun divisare fgk, ne segui- 
ranno le nuove otto risulUinti totali, cioè: l'eq.(/lflCi) ripetuta (i — 2X* — 2X/— IX 9 — *X* — *) volte, 
l'eq. (4Bt'i/) ripetuta (i — 9X* — 2X/— 2X9 — 'X* — 1) volte, l'cq.(4BCi9) ripetuta (i — 2X* — 2X/— l)X 
(9— 2X*— I) volte, l eip (4BCi*) ripetuta (i— 2X*— 2 X/-IX 9 — «X*- 2) volte, l'eq. (dBCi/j) ripe- 
tuta (i— 2X*— 2X/— 2 X 9 — 2X*— 1) volte, req.(4BCi/*) ‘•>Po‘«<a (<— 2)(*— 2X/-2X9— I (*— 2) volle, 
l' equazione (4BC19*) ripetuta (i — 2X* — 2X/— 1X9 — 2X* — 2) volle, e infine l'e(|uazione (4 BCt/;*) ripetute 
(.-2X*-2X/-2X9-2)(*-2) volte. 

Ur fra queste 24 equazioni risultanti totali, otto si trovano presentarsi una tola volta, che sono tutte 
(|uelle dove non entra il fattore *; e le altre tedici, contenenti il fattore * ai loro gradi, compariscono 
due volle ciascuna, acrompagnale pure da diversi numeri ripetitori; per cui si dovranno esse ritenere 
|H>i una sola volta, con un numero ripetitore corrispondenlc, che sia la somma dei due numeri ripetitori, 
con cui separatamente si sono esse presentate. Per tal guisa, ordinando tutte queste tedici risaltanti 
diverse in due gruppi, dove si ponga inoltre, nei loro numeri ripetitori definitivi, il follor comune 
(X — IX* — 2)=df, rispetto alle otto del l.° gruppo, ed il fattor comune (* — l)-l-(* — 2)*=.V, rispetto alle 
otto del 2.° grappo; si avranno allora dette risultanti tutte riunite nel seguente quadro; 


1." csi'peo 


Ci/uaz. ritullanli Loro numeri ripetitori 

(dBC) (.•-IX/-IX9-0*' 

(.ABCi) (i-ìXf-i)(g~i).M 

(ABCf) (.•-1X/-2X9-1).# 

(ABCg) (Ì_1X/-_1X9-2).A# 

{ABCif) (i_9X/-2X9-l).iW 

(.MlCig) 0-2X/-IX9-2)-*/ 

{ABCfg) (.-lX/-2X9-2).Af 

(ABafg) (i-2X/-2X9-2).Af 


2.° catipro | 

Ei/uaz. risullaiili Loro numeri ripetitori 

(ABa) (i-lXf-l)(g-i).A 

(ABCik) (ì_2X/-1X9-1).A- 

(ABCfk) (,-IX/'-2X9 -I).A 

(ABCgk) (,_lXy^lXst-2).jV 

(ABCifk) (,__9X/-2X9-0-A 

{ABCigk) (.'_9X/'-1X9-2).A 

(ABCfgk) (ì_1X/'-2X9-2) . A 

iABCifgk) (,'_9X/-2X9-2) . A 
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Hove è manilesU la legge che segoono «i queste equanoni risallanli, che i loro numeri ripetitori , i quali 
pure non diflériscono dall' uno all' altro grup|)o, che pel solo cangiamento di Af in JV, o cim\ del pro- 
dotto (A — IX* — 9) nello sommo (* — 1)4- (* — 4)*. 

N.° 71. — É facile ancora verìiìcare d' una maniera complessiva tutti questi risaltati, mostrando cniiie 

«oinma di hiUi i tiumeri delle radici primitive distinte di dette equazioni, moUijUieati rìspetlivamenle 
per i loro numeri n'pelilorì, riesce appunto uguiUe alla totalità dei prodotti ohe, che si avrebbero nella 
completa combinazione di tutte le radici primitive delle tre equazioni assegnale. 

Da prima vedesi ehiaramenle come , in virtù delle ipotesi fatte di es.sere f, f, g, k fattori lempliei noo- 
divùori di ABC, ossia prìmi con ABC, si potranno estrarre fuori liberamente tulli i fattori r(0=' — It 
y(f)=:f—ì,f(g)=g — l,r(*)=t — 1, dalle formole esprimenti i soli numeri delle radici primitive disllnle 
delle avute equazioni risiillunti ; onde la somma parziale relativa al solo l." gruppo verrebbe espressa a 
questo modo da «(.IBCXi — 1X/'~>X9 — c quella relativa al 2.* gruppo pure espressa a questo 
modo da f(ABCXi — IX/^^Xs — •)•(* — l)jV.P; notando P in ambedue il polinomio seguente 
P= 1 -t-(i_2)4-(/^2) -+-(j_2)+(ì-- 9X/--2) -l-(i-9Xil-^) (/^2 Xj-2) + 

onde sarà poi la voluta somma totale la seguente 

v(.l«CX<-« Xr— 1X9-1) [ V -+-(*- l)iV] . P = f(ABC) . K./9) . -I- (i- 1)A'] . /'■ 

Ora è fàcile vedere che il polinomio P sarebbe precisamente lo sviluppo effiettualo del prodotto 
(H-i— 9)('4-/‘— 9XH-9— *). '■ 1“*'« ""'■'eoe » '!“«**« W— 1)'9— 1)=t<0y(/)K9) = K'/j): 

rosichè P=^ifg), e quindi la nostra somma = v(.4BC). K'T9)* • [ V+ (* — 1)A']- D'altra parte, mettemlo 
per .V e per jV i loro valori , si ba successivamente il binomio 

.V+(*-i),V={f--l).[(ù-2)-t-(*-l)4-(*-2)*J = + 4J 

= (4-1 ) [4*- 24 -I- 1 ] = (4-1 X*-l )*= (*-!)’ = : 

dunque finalmente si ha la voluta somma = r(.lflC) . jCi/'j)* . f(4)®. 

Ma ad un tempo la totalità dei prtdolti ohe riesce direttamente esitressa come segue 

yjifk) . fiBigk) . f(Cfgk) = r(A) . m - m . KB) • K>9) ■ K*) • KQ . K/) ■ Kff) • T(k) 

- KAflC) . fiifg) . fiifg).f(k)- m ■ m = K-IBC) . ^ifgf . ^4-/; 

dunque la della somma risulta uguale precisamente a questa totalità dei prodotti abe, come si era annun- 
ziato ; il che fornisce una verificazione dell' esattezza delle addotte conclusioni. 

N.* 72. — Facciamo alcune ipotesi particolari sui numeri i,f,g,k. 

La quantità ;V = (4 — IX* — 2), o più esattamente M=f(k) , [f(k)—\], annullandosi tanto nel caso 
di 4 = 2, che dà i(4) — 1=0, quanto nel caso di 4=1, che dà pure sempre r(4) — 1=0, non si 
avranno per conseguenza , in ambedue questi casi , le otto equazioni del 1.* gruppo , poichù diventali 
zero i loro numeri ripetitori corrispondenti ; ma rimarranno invece le otto equazioni del 3.° gruppo , 
atteso die la quantità A=(4 — 1) (4—2)*, o più esattamente A'=}(4) -1- [ff4)—l]*, si riduce, in 
ambedue i casi di 4 = 2, e di 4=1, al solo valore iV=v(4)=l. In questa discussione, onde poter 
fare lecitamente l'ipotesi di 4=1, si è rimpiazzalo da prima il numero 4—1 per la sua twiàzione 
generale r(4), di cui nnicamenle tiene il luogo , affine di non avere risultati negativi : ma però si vede 
che , anche senza di ciò , si sarebbero pure ottenute le medesime conclusioni ; distruggendosi l' elTrilu 
d' un priaao valor negativo , o per un fallor zero da cui si trova accompagnalo , o per trovarsi invece 
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il medcsine elevalo ai qaodrnlo. IfihUi leBcndo pure l'.V=(d — tXl^ — i) ai avrebbe senpre Af=0, ai 
per k — %, che per k—i; e leneodu l\'—(k — 1)4- (4 — 4,*, ai avrebbe |nir sempre A'= 1, ai per A=S, 
che per 4 = 1. L' ipoicsi di 4 = 1 £ da rimarcarsi in particolare, siccoaae quella che ci riduce i gradi 
delle equazioui date a non avere più fra loro altro massiuao comun divisore che l' uiuVà , nienire perù 
essi non sono allrintenti primi fra loro a due a due. la questo caso si è detto rimanere diretlameute 
tutte le equazioui del 3." gruppo, mancando tulle quelle del 1.° gruppo; ina si vede poi die le rimaste 
del 3.° gruppo si riducono pure a quelle dello stesso l.° gruppo, scoiuparcudo in esse il fattore 4=1. 
Il risultalo avuU) di (4 — 3) = — I non ci indica appunto altro che questo passaggio delle equazioni 
di una specie ad occupare il posto di quelle dell' altra specie ; onde si vede che ia complesso questo 
risultato — I sarebbe anche più signilicantc , quando si interpreti a dovere, di quello ottenuto qui sopra, 
dall' avere rimpiazzato prima il (4 — I) con r(4), e cosi il (4 — 3) con j>(4) — 1. Del resto si |>uò proce- 
dere diretlameute a combinare le tre equazioni date, sotto l'ipotesi di 4=1; e si avrebbero allora 
.subito le otto risultanti nel l.° gruppo registrale, insieme pure agli slessi numeri rqielilori, dove si ponga 
solo ,V=1, perchè l'.V rimpiazzerebbe qui I'jV, che si riduce ad 1. 

.Ma tutte le volle che sia 4 >3, allora avranno sempre luogo la generale tutte le teHici equazioui risul- 
lanli iudicalc , salvo ancora che non divenga uguale a 3 , od uguale ad I , qualcuno degli stessi fallori 
avvertendo che quando si ponga per es. i=l, si debba rimpiazzare da prima il fattore (■' — I) 
con r(i), c cosi il fattore (< — 3) con r(i) — I, se vuoisi evitare i valori negativi dei numeri ripeliuiri ; 
ovvero, se non voglia ciò farsi avanti, si debbano poi cangiare i segni a tulli i numeri ripetitori mede- 
simi risultati ncpaht'i. Sarà facile vedere come nell'ipotesi di t = l, si avranno sempre le stesse otto 
e<iuazioni riiuaueoli, che si avrebbero nell'ipotesi di t' = 3; il che riesce pure manifesto, osservando ebe 
si ha allo stesso modo tanto |iel caso di i = 3, che per quello di i = l. 

Sup|)oniamo , come caso più particolare, ebe siano insieme /’=!, e ^=1; ciò che riduce le equazioni 
date a sole queste (.4i4), (£i4), e (Ck). In tal ipotesi non rimane del l.° gruppo che l' cq. (.1 ripe- 
tuta (i — IX — IX — l)'*^ volle, ossia (,1BC) ripetuta (i — 1 )jV volte; c l' equaziooc (4Zi6'i/j) ripetuta 
(i — 3X — IX — l)-l^ volte, ossia (.IBCi) ripetuta (i— 3).V volle. E non rimane parimente del 3.* gruppo 
che \'et\.(AliCliik) ripetuta (i — IX — IX — (ABCk) ripetuta (i — 1),V volle; c req.(.-IBCi/'j4) 
ri|M.-tula (i — 3X — IX — I)-'' volle, ossia (AllCik) ripetuta (i — 3 )jV volle. 

Se di più sia 4=3, per cui le ei|uazioni date siano (3.1i), (30i") e (3C), allora divenendo 4f=0, ed 
A'= I , rimarranno solo per risultanti le due equazioni (3.4 BC) e (HA B Ci) ripetute rìspcllivamentc (i — I) 
volte, ed (i — 3) volte. Se invece 4=1, per cui le equazioni date siano (Ai),(Bi), e (C), allora pure 
|MT ,V=0, ed A’=l, si avranno le sole risultanti (.4BC) rìpeUita (i — 1) volle, ed (ABC'i) ripetuta 
(i — 3) volle. 

.Supponiamo a un tempo t' = l , /'= I , g=l , qualunque sia 4. Allora del 1.° gruppo non rimarrebbe 
i be la sola ultima equazione (.4flC»/'j) ripetuta ( — IX — IX — 1)'*^ volte, ossia (.4BC) ripetuta ,V volte; 
e non rimarrelibe pure del 3.* gruppo che I' ultima equazione (ABCifyk) ripetuta { — IX — IX — 1)^ volle, 
OS.SÌU (.4BC4) ripetala 4- A' volte. Qu^li risultati .si possono verilicare in altro modo, ealraado essi già 
ili altri dì sopra esaminati. 

E da notare qui come I' ipotesi, fatta di ify=l riduce le nostre ci|Uaziooi alla forma (.14), (B4), (f.'4), 
dove sarebbe 4 il mass. com. divis. dei loro gradi, riuscendo adesso i quozienti A,B,C, primi fra loro 
a due a due: onde questo caso entra in quello generale trattalo al n.* 63, e dal quale si potrò per ciin- 
'cgiH'iiza dedurre direllamenle. Comparando per Uri aggetto I dati artwafi con quelli notati al a.° 63, 
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si avrebbe qoi 7=5, ed i=/ir, pesto msrl ; onde, dalie ceneiasisiii ivi riferilt, ai è ora eoodoui a dire 
che si avranno umcaiBeme le due equazioni rìsuluuili (AHC) ed {ABCk), la prima ripelnla 

4 (i,t) = ^•' 4 ^!- = TC*ìW*)-t] = (*->X*-2) = V volle: 


e lu seconda invece riiK'lula 


f(i) 



= }(*/—?;*) + 1 volte — (t— 1)’— (*—!)+ 1 = t*-2t+ 1 — *+ 1 + 1 
4/M-4 + t — 1=(A — 2)*+(i — l)=.V volle, precisamente come si è otlcniilo di sopra. 


N." 73. — Dall' esempio testé sviluppato risulta bostantemeule tracciaki la via da seguirsi in altri casi 
più complessi. La maleriu verrebbe certo di più in più a complicarsi, per poco ancora die si elevasse a 
gradi piu com|wsli delle equazioui date, u per poco che aumcolassc il numero di queste: ma cuosideralo 
il ratto teoricamente , si conosce come sempre si avrebbe modo di rispondere con tutta esattezza al que- 
sito projiosto. Io perciò non andrò più avanti io queste considerazioni : sollanlo non vo' lasciare la materia, 
senza illustrarla ancora con qualche csempj numerici , nei casi più semplici ; onde avere cosi meglio 
oecasionc di vcrifìcare in pratica tutta la giustezza delle ottenute eoiK'lusioni. È tal uso specialmente che 
ho formato le tavole riportate al fine di questa .Memoria, dove si trovano registrate le radici primitive di 
tutte le equazioni corrispondeiili a uno stcs.so modulo p, per i diversi valori di p clic si vedono in 
queste tavole indicati, c sulle quali non occorre di dare altre spiegazioni. 

Buempio I. X * — 1 =3tL75, j' — I =.')a.75 equazioni date ; A= 1 ; unica risuUanle l’eq. x” — 1 =.TR,73: 
come si può verificare di fatto, moltiplicando tulle le radici primitive dell' cq. (2^) per tutte quelle del- 
l'cq. (3*), e riducciido ad ogni volta i prodotti al di sotto del modulo 73, inediante la divisione eflcttualu 
dei medesimi per questo numero 73. 

Esempio II. x” — 1=,’JR,9I 1, I*' — I=3IL2I I equazioni date : A=i; unica riftUlante l'eq.x*'" — 1='HL2H. 

Esempio m. X** — 1 =.TH,73, x'* — l=:,TIl,73 eipiazioni date: A=lì; quozienti d=4, fl=3; loro pro- 
dotto .i/f=12 divisibile [ler A=6; onde A=«/i=:0=6, ed A=l. Dunque unica risultante 1’ eq. (dfls) 
ossia (72); e le sue radici primitive ripetute r(s)=r(C)=2 volte ciascuna; come si può verificare inime- 
diataiiieule. 

Esempio IV. x*' — f=3IL63l,x** — 1 =.711631 , x** — 1 = JR;G3I equazioni dote: A=3; quozienti 
A-=7 , B—6, C=5; loro prodotto /fflC=2IO divisibile per A=3; onde A=4/i=«=5, A=l. Quindi 
uiùco risultanle \’et\.(ABCi) o.ssia l'eq. (030); c le sue radici primitive ripetute f(6)*=r(5)*=2'*=4 
volle ciascuna. DilTatti si avrebbero qui r(2l).f(l8).!^l5)= 12.0.8 = 376 prodotti abe, ehe è il iput- 
dmplo di ]>(630)=I44 numero delle radici primitive distinte della risultante equazione x'"^ — 1=7)1.031. 

Esetnpio V. x” — l=.7lU31,x'* — I=3TL0I evpiazioni date; A=3; quozienti ,4=5, B=4; loro pro- 
dotto /lfl=20 primo con A=3; onde A=«A=A=3, 0=1, Risultanti le due equazioni (.-If?) ed (.4/)A), 
ossia (20) e (60); le cui radici primitive ripetute risjiellivamenle 3 — 1=2 volte, e 3 — 2 = 1 volta. Per 
verificare questo fatto, non si avrebbero già a formare tutti quanti i prodotti ah: basterebbe solo qui di 
moltiplicare tutte le radici A=21 ,29,32,40 dell'eq. (12) per una stessa n = 12 ad esempio dcirrq.(15); 
poiché quel che soectde per rapporto a questa a , succederà del pari per tutte le altre radici a compagne ; 
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non avendo mai alcuna di eeae prefereaaa di sorU sopra di akun'ailn, ma godendo egualmcnle luUe di 
propricU adatto analoghe e comuni. Or ai trova, nei quattro prodotti segnenti 91.13 = 953 = 8, 
99.12 = 5*8=43, 32.19=384=18, 40. 12=480=53, due radici primitive deH'eq.(20), che sono i 
iiiiinfri no» iiipratineaii , e due radici primitive deH'eq.(OO), che sono invece i due numeri qui topralitteali : 
onde, essendo 8 il numero delle radici a, si avranno così in tulio 8 volle 2 ossia 2 volte 8 radici pri- 
mllive deir eq. (20), ed 8 volte 2 ossia 1 volta 16 radici primitive dell' eq. (60) ; per cui le prime 
2 volle ripetute, e le seconde 1 volta sola ri|ielute. 

w is 

A'aeinpio 17. x — l=3K,61,x — l=.'Jrt.61 equazioni date: ^=5; quozienti .4=4, A= 3; loro pro- 
dotto .li?=12 primo con <i=3; onde i=4A=A=5, J=l. Hitultanii le due (.4fl) ed (.IBA), ossia (12) 
e (60); la prima ripetuta 5—1=4 volle, e la seconda ripetuta 5—2=3 volte. UilTaUi moltiplicando le 
otto radici b dell'eq. (15) per una sola a=8 ad esempio dell’cq. (20), si trovano gli otto provlotti 
seguenti: 12.8 = 96=35, 15.8=120=59, 16.8 = 128 = 6, 92.8=176=54, 95.8 = 200= 17 
42.8=330=31, 56.8=4*8=21, 57.8=450=29; due soli dei quali sono radici primitive del- 
r eq. (12), e gli altri tri lo sono dell'eq. (60). Quindi, poiché sono 8 le radici a, si avranno io totale 
8 volte 2 ossia 4 volte 4 radici primitive dell' eq. (12), per cui queste ripetute 4 volte; c si avranno 
8 volle 0 ossia 3 volle 16 radici primitive dell' eq. (00), per cui queste 3 volle ripetute ciascuna. 

EsempioVU. X™ — I =.'311,21 1 , X™ — 1=,TIL211 e<|uazioni date: A = 10; quozienti .1 = 7, B=3; 
loro prodotto .1B=21 /irimo con A = i0; onde A = dA=A=IO, 0=1, ed A = i* = 2.5; ma però un 
fallore i = 2: dumpie due to/e risii/lanti (AB) ed (ABk), cioè (21) c (105); la prima ripetuta 5 — 1=4 
volle, e la seconda ripetuta 5—2,= 3 volte. DiOulli moltiplicando tulle le radici primitive b dell'eq. (30) 
per una sola «=8 dell'eq. (70), si trovano gli otto prodotti seguenti: 10.8=80, 61 .8 = 488 = (i(>, 
74.8 = 592=170, 77 . 8=616=T94, 111.8=888=44. 128.8=1024=180, 190.8=1520=43, 
192.8=1530=59; dei quali due sono radici primitive dell' eq. (21), e sei dell' eq. (105). Quindi, |K>r 
essere 24 le radici primitive a dell' eq. (70), si avranno in complesso 24 volle 2 ossia 4 volte 12 radici 
primitive dell'eq. (21), per cui queste 4 volle ripetute; e si avranno 2* volle 0 ossia 3 volle 48 radici 
primitive dell' eq. (105), per cui que.sle 3 volte ripetute ciascuna. 

Esempio Vili, x'* — l=OtL211, i™ — 1=311.211 equazioni date: a = 35; .1 = 3, B = 2; .4B=0 
primo con a = 35; onde A=«A=A = 35, 6=1, ed A=iA = 5.7, i'=H, 4=7. Si avranno qui le 
quattro rituUanti (AB), cioè (6), ripetuta (5 — 1X7 — 1)=4.6 = 2* volle; (.IBi), cioè (30), ripetuta 
(5 — 2X7 — I) = 3.6 = 18 volte; (ABk), cioè (42), ripetuta (5 — 1X7 — 2) = 4. 5 = 20 volte; ed iiiHne 
(ABik), cioè (210), ripetuta (5 — 2X7 — 2)=3.5=I5 volle. Infatti moltiplicando le 24 radici primitive 
A dell' eq. (70) per una stessa radice primitiva a = 4 dell'eq. (105), si troverebbero, nei 24 prodotti ab 
cosi formali, una radice primitiva dcH'eq. (6), Ire radici primitive dell' eq. (30), emette radici primitive 
dell'eq. (42), c r/uiniliri radici primitive dell' eq. (210). Perciò, essendo 48 le radici a, si avranno poi 
in totale 48 volle 1 ossia 24 volte 2 radici primitive dell'eq. (6), che verranno così 24 volle ripetute; 

sì avranno 48 volte 3 ossia 18 volle 8 radici primitive dell' ei|. (30), onde queste 18 volte ripetute; 

si avranno 48 volte 5 ossia 20 volle 12 radici primitive dell’ e<|. (42), le quali adunque 20 volte ri|>e- 

tute; ed inline si avranno 48 volle 15 ossia 15 volte 48 radici primitive dell’eq. (210), per cui queste 
15 volte ripetute ciascuna, nella totalità dei prodotti ab, che ascende qui a 24.48=1152. 

Esempio IX. x^** — 1=31L631, — l=3R.031 equazioni date; A=I5; d=21, B=2; <lfl=*9 divi- 

sibile per 3 fallore del <A=|5; onde A=4A=3.5, $=3, A=5. In tal caso si avranno le due sole eqna- 
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sioni rituUaHii (ABt') ed (dfieA), cisè (Itid) c (630); la prima riprlnla f(lXA-~i)^9 . 4=;8 volle, 
e la si^eunda ripetuta r(*X^ — 9)=j.3=6 volto. Diffatti niulliplieando le oUa radici primitive b del- 
l'eq. (30) per una stessa radice primitiva a— IO dell'eq. (3IS), si trovano gli olio prodotti seguenti ; 

09.10=090 = 50, 287. 10 = 2870=Si0. 292 . 10= 2920 = 521 . 10 = .3210= 55, 

4i3 . 10 = i430= 552.10 = 5520=472, 567.10 = 5670 = 622, 623,10 = 6250 = ^ 

due dei quali appartengono come radici primitive all' eq. (126), e gli altri rei ap^iarlengooo invece al- 
l'eq. (650;. Quindi, essendo le radici a in numero di 144, si avranno in totale 144 volle 2 ossia 
8 tolte 56 radici primitive dell' «p (126), per cui queste 8 volte ripetute; e si avranno 144 volle 6 ossia 
€ volle 144 radici primitive dell' eq. (650), per cui queste 6 volle ripetute ciascuna. 

N.s 74. — Altri esempi potrekliero addursi, ed anclie di vario genere, stando pure imì limili delle 
tavole asseguale : ma giova perii os.servare quanto laboriosi sarebbero io generale tulli questi calcoli , 
qualora si eccedesse di poco il numero di due equazioni dato a combinarsi. Inoltre si comprende come 
diflìciJuieiile possano procurarsi perfino i materiali stessi di questi esempi , quando si volesse formarne 
alcuno di fattori semplici elevali a potenze diverse; ciò dqieudeudo dalla cognizione, die innanzi fareblie 
d'uopo pruvvedersi delle radici primitive di tutte le ei|uazioDÌ rapportale a moduli |irimi ;> mollo grandi, 
al di sopra del lOOO, e del 10000; operazione questa die riiisidrebbe .sempre d' un' immensa fatica, 
audie solo riguardala dal lato della pratica ; oltre le diflicoltà massime che poi dessa già presenta in 
teoria , come vedremo nel Capo seguente. Per tuli ragioni sono anzi tanto più da apprezzarsi i teoremi 

geuerali stabiliti in questa sessione , quanto meno riesce jiossibile di vcrilicarli nella pratica , se non a 

patto di operazioni alcune volte estremamenb; lunghe e laborioso, e per nulla gradevoli all’tiomo |iazienle. 
che avesse pure il corraggio di intraprenderle e di sostenerle. 

CAPO III. 

S 1.* Atso/iidone delle e<iHa:ioni di 4.", 3.* e 6." grado. 

N.° 75. Onde rendere affallo indipendente questa risoluzione, che imprendo a fare delle equazioni di 
4.°, 3.* c 6.° grado, dai priucipj altrove esposti, dimostrerà qui da prima direttamente, rispetto ad esse, 
tulle le relazioni speciali già osservate, che esistono fra le loro radici primitive. 

Sia l’equazione di 4.“ grado, x — I =.7ILp. Detta » una sua radice primitiva, la condizione « — 1=3 Il^) 
si scioglie in questa (“*-+-»*-HH-lX“ — l) = .TIL/>; e atteso che non può essere « — I divisìbile [wr p, 

si ha cosi la somma di tutte le radici = jR.p. Or /=«= altra rad. prini. dell' e<|. (4); 

a = rati. prim. dell’ eq. (2), la quale è p — 1, ovvero 3R,p— I; dunque si ha C-i-3Ilp— l+n-i-l =.til;), 

che sì riduce ad «-)-?=. 'JH.p, ossia «-4-C=p, in valori minimi al disotto di p. In altro modo: avendosi 

a=3ILp — 1, ne segue a=M.p—a, ossia 6 = 3 Rqa — «, da cui a-l-« = on.p=p. 

Parimente si ha il prodotto aS = «.«’=«*= .llLp-l-l : dunque rimangono dimostrate direttamente le due 
relazioai »-(-C=p, ««=3R/;M-1, esistenti fra le radici primitive d'ogni equazione di 4." grado. 

Sia l'equazione di 3.° grado ar'-~l =5ltp. Dicendo a una sua radice primitiva, la condizione — I = 3 ltp 
si risolve pure in quesu (a'-i-a-i-lX» — l) = .'2Lp, che diviene «*-+-«-(- 1 =.7R,p, per non essere «—1 
divisibile per p. Ma «*=«= altra rad. prim. dell'eq. (3); dun<|ue si ha e-i-a-l-l =.TlLp; da cui 
«+5=0ltp— 1 =p— 1 , in valori minimi. Inoltre il prodotto «e= «.«*=»*= Jitp-)-! ; dunque son pure 
dimostrate direltaroente , per I' equazione di 3.® grado, le due relazioni <H-c=p_l, «e=on.,p-;-l. 
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Sia l'equazione di C.° grado z‘ — Detta a noa sua radice primiliva, la condizioue a — l=r.'nLp 
si può da prima risoWereÌDquesla(a -Hi -i-a*-4-n*-+-o-l-l)(o— l)=;.'jrLp,chedivienpoia -Hi*-l-o*-Hi*-l-o-4-l 
= 3It-p. Ma ancora si lia lo slesso binomio o° — 1 =(a*-4-«*-t- IX®* — l)=3R/p, che dà «*-Hi*-4-l = 3H.p, 
non polendosi avere a — I = 3ILp ; onde la precederne equazione si riduce a quesla a^-Hi' -I- a =:: rm.p. 
Or o*=6= allea rad. pn'm. dcH’eq. (6); a = rad. prim. dell' eq. (2), ossia a’=3ltp — 1; dunque 
M-3R-P — l-H»=JR-p, da cui o-|-4=0U/p-+-l =p-d-l >» valori minimi. Inolire sempre ab=a.a = a 
= 07tp-l-l. 

Il fallo qui ollenulo di a =3IL;> ci rileva nello slesso tempo la relazione s-4-e-|-l=p, gii 
ricouoseìuta fra le radici primitive dcll'cq. di 5.° grado, poiché si vede die tali appunto sarebbero le 
potenze a* ed a*. Ma un’altra relazione si può dimostrare direllamenle fra queste radici a,i, ed >,(, delle 
due equazioni di 6.' e S." grado. Si ha pure lo slesso binomio o* — l=(«*-|-IXo^ — l)= 3 n.,p; e non 
potendo essere a* — l= 3 H,p, perche allora a non sarebbe radice primitiva dell'cq. di 6.° grado, si dovrà 
cosi avere solo o’-t-l =.'K,p. Or questo si risolve ancora nel prodotto (a* — a-|-IX®+0=7ltp; e non 
potendo aversi a-(-1=31tp, perchè allora ne seguirebbe a=3R.p — 1 =: rad pn'm. dell'eq. di 2.* grado, 
si dovrà cosi avere unicamcnle n*— a-(-t =3)lp. Ma o*=«=rad. prim. dell' eq. (3); dunque si con- 
diiude «-I-I =ra-l-3It.p, ossia a =*+•<• 

Parimente si avrà b=t+t; ciò che prova come le radici primitive deH’e(|. di 6.“ grado siano rispet- 
livameoU: uguali a quelle dell' eq. di 3.° grado, aumentale ciascuna dell'iinitn. É manilesto che se a sia 
la più piccola delle due a c ò, cosi « sarebbe la più piccola delle due x e C: quindi sottraendo dalla 

somma a-(-ò^p-l-l, prima il valor di 6=e-t-l , e poi il valor di a=*-|-l, ne rimane a = p — 6, 

e b=:p—x; da che si vede essere le radici primitive delle due equazioni (3) e (G) i comptemenli al 
modulo le une delle altre. Queste relazioni semplicissime e<I immediate ci dispensano dalla risoluzione di 
una di tali equazioni; per il che noi solo ci limiteremo qui appresso alle equazioni di i.*, e ó." grado. 

70. — In virtù delle relazioni dimostrate «-t-6=p, «C=aiLp-t-l fra le due radici primitive « 
e c dell'eq. x — l=.')1Lp, la determinazione di queste a e S dipenderebbe tutta dall'incognita .Ut; ridu- 
cendosi la questione il trovare un conveniente multiplo di p tale che, aumentato dell' unità, |M>tes$e il 
numero cosi formato 3H.p-(-l decomporsi in due fattori capaci di ricomporre poi colta loro somma il 
modulo p. Questo valor di 3IL si può trovare facilmente per tentativi; ecco il quadro dei risultali ottenuti 

per lutti i numeri p inferiori a 100, rispetto ai quali abbia luogo l'eq. di i.° grado, la cui esistenza 

importa che sia p — I divisibile per 4. 


p= 5; 

JR,= 1, 

1. 5-t-l = 

6= 2. 5, 

2+ 3= 5; 

at= i. 

«= 3. 

p= 13 

.-m-ez: 3, 

3 . 1 3-i- 1 

40= 5. 8, 

3+ 8=13; 

«= 5, 

«= 8. 

p=I7 

,TIL= ■>, 

3.l7-f-l = 

52= 4.13, 

4+13=17; 

«= 4, 

«= 13. 

p=29 

.TIt= 7, 

7.29-t-l = 

204=12.17, 

12 + 17 = 29; 

«=12, 

« = 17. 

p = 37 

01t= 3, 

5.37-1-1 = 

180= 6.31, 

6 + 51=37; 

a= 6, 

<1 = 51. 

p=41 

.TIt= 7, 

7.41+1 = 

288= 9.32, 

9+32 = 41; 

a= 9, 

Il 

p = 33 

ait=l3. 

13.55 + 1 = 

690 = 23.30, 

23+30 = 33; 

a=23. 

i|=S0. 

p = GI 

.HL= 9, 

9.01+1 = 

530 = 11.50, 

11+30 = 61; 

«=ll, 

« = 50. 

p=73 

JIL=17, 

17.73+1 = 

1242 = 27.46, 

27 + 46 = 73; 

II 

« 

« = 4G 

p=89 

3)b=21, 

21.89 + 1 = 

1870 = 34.35, 

34+55 = 89; 

a = 34. 

« = 55 

p=97 

3H,= 17, 

17.97 + 1 = 

1650 = 22.73, 

22+75 = 97; 

«=22, 

e = 75. 
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Ma possono in generalo riocliiudersi fra cerli limiti i lenlali^i a fanti, nella ricerca dei valori di .OR.; 

• ^ 

e «luesti limili sarebbero d» ( — I -+-K p— 1) fino ad — (p— 1), presa p— f per ihfelto in numeri 

intieri, quando non riesca esatta, come si dimostrerà qui appresso. Inoltre dovrà l'.TR, riuscire sempre 
minore di x, supptssia a la più piccola delle due radici primitive dell' eipiazione; poiché avendosi aC = 1 , 

questo numero è protximamenle uguale a .TRp; onde, per l'essere 4<p, dovrà riuscire «>.'JR/, os-sia .OR < a. 

N.“ 77. — Ma combiniamo direllaineiile le due equazioni a-l-«=p, iiS=. 0 Rp-(-l , eliminando fra 
esse una delle radici, C per esitmpio; si avrà l'equazione di grado a(p — x)=3R^+l, la quale si 
potrà iniérprctare , o risolvere ades.so in due maniere differenti. f)a prima essa divenendo «p — «=.0Rp+l, 
ci dona «*=r(n — .')R)p— l=pp — 1; il che ci manifesta es.sere verameule x — .■rR=si>0, osjtia .7R<«, 
come già si è osservalo. Però que.sta relazione » =tsp — 1 ci rileva nulla di nuovo; sapendosi già essere 
a*=rad. prim. dell'eq. (8), la quale è p — I in valore minimo, e può lame esprimersi in generale colla 
forinola mP — 1> *love ora ix sia tale da rendere un quadralo esatto questo numero pp — 1, |ier cui venga 
proprio a riuscire un'epuajtianza di identità la qui detta a*=tip — I. Trovato p |>er tentativi, si avreblx' 
subito V x = y pp — I. 

Fratlanlo avendosi .0R= — p-^a— — /x - 4 - f^A*p— I, e dovendo p lutto almeno es.sere =1, è facile 
conoscere come a questa ipotesi di p= I corrisponderebbe pure un «limino della differenza — P+V^ pp — I ; 
poiché, al diminuir di p, il termine ->r1'^pp—i decrescerebbe di più in valor numerico che non il 
termine — p: onde sarà in generale ,7R> — l + ^p— I; non escluso tuttavia il caso d'uguaglianza fra 
questi numeri, che succederebbe qualora già fosse veramente M=l. Or e questo ( — 1-J-F^p — f) il limite 
minimo dei valori di ,7R precedentemente annunziato (*). 


(*) Questo fatto , solo appena accennato nel lesto , del decrescere continuamente la dilfcretiza 

— p + f^pp — I, al diminuir di p fino ad I ; e sul quale iulieramenlc si appoggia la conclusione de- 
dotta che dunque — I + V p — 1 < — p-^f^pp — 1 ossia <.TR; .si può con ogni rigore dimostrare 
come segue. 

Rimpiazziamo p per p — e nella formula — p-hf'' Pp — 1 : dico che avremo sempre il nuovo valore 

— (p—e) ■+■ y\p—e)p—i <—p + pp — 1, ossia, d< 

A tal fine si osservi da prima che il radicale (p — e)p — 


•Ilo k un tal valore, avremo à< — p-^}^ pp — |. 
\-Vpp—\—ep= ^ {pp-\)(^\ — -^^ 


= V{pp-\x\-i) — Vpp — 1 . y 1 — r; avendo posto « = — che rie.scc maiiifvslamenlc una fra- 

zioiie minore dell uniM, aileso (nei casi, ben inlrso, di m>)); dò che si accorda pure eoi 

dover essere V\-^ una quantità reale per condizione. Or essendo il trinomio 1 — r -I- »*= (1 — j- *)* > 

si ha il binomio 1 — '<(1 — T*)** « quindi \ — « <1 — pi, ed ancora f^pp — 1 . ì — < 

<ì^pp — 1 . (1 — 'ì‘0' dunque il dello radicale 1^{p — e)p — l <zf^PP — I 1 f^pp — I ; 

e per seguilo, sottraendo (p — e) da ambe le parti, si ha la differenza — (ji — e) + f^{p — e)p — I 
< — p + e-}- y' pp — 1 y^pp — I , cioè k<i — p-k-ypp—i — *, posto i—pil^pp — I — e. 

Ma, rimettendo peri il suo valore, viene i=.e( — — r===: — 1\ D'altra parte, atteso *< (dietro 

\ìy pp — i / 

la relazione «-)-? = p, e che «é supposta la più piccola delle due radici » e «), mentre x — f^pp — I, 
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Cercaoilo a determinare a, per la formota « = r — 1, l'operazione diverrebbe molto facile , quando 
si avesse alle inani una lavala dei qtiadrali dei numeri euccettivi, come son quelle di Isguiraui , o di 
M viiir. , dove riscimirare ad oj^i volta i successivi iiiiineri calcolati mP — I, tino a trovarne un primo 
che sia i/iuuiralo esalto; allora nella sua radice quadrata scritta di fronte si avrebbe subito il valor di a. 
Trovato a, si dedurrebbe il É = p — «; ma però poU-ebbe ancora aversi questo e della medesima maniera, 
l'ontinuando l'operazione lino ad un secondo valore di fip — 1 ebe sia quadralo esalto; poiché si avrebbe 
egualmente t* = i^p — 1, ossia S = y'fip — I, indicando qui M un numero diverso dal precedente. Ecco 
il quadro dei risultati avuti in proposito per i numeri p inicriori a 100. 


p= s 

t. 

ip— 

1 = 

II 

«= 2, 

e= 3. 

p=13 

g.= 2, 

2p- 

1 = 

25= 5; 

*= 5, 

e= 8. 

II 

•» 

Ip — 

1 = 

16= 

«= 4, 

e= 13. 

p = 29 


Sp- 

1 = 

li4= 12*; 

1= 12, 

5=17. 

p = 37 

M= 1, 

Ip- 

1 = 

36= 6*; 

« = 6, 

6 = 31. 

;) = 41 

P= 2. 

2p- 

1 = 

81= 9*; 

«= 9. 

6 = 32. 

ìi 

V. 

issi 

fv=10. 

lOp — 

1 = 

329 = 23*’ 

a =: 25, 

6 = 50. 

p = (il 

p— 2, 

2p- 

\ = 

121 =11*; 

.=11, 

6 = 50. 

p = 75 

P= IO, 

lOp — 

1 = 

729 = 27*; 

. = 27, 

6 = 46. 

p = 89 

>1 = 13, 

I3p- 

1 = 

1156 = 34*; 

et = 54, 

6 = 55. 

p = 97 


5p- 

1 = 

*8i = 22* 

. = 22, 

6 = 75. 


N.” 78. — Ritorniamo all' equazione a (p— s) = otLp 4- I ; c risolviamo questa alqebrirameule comi' 

p — (.'JJt.p+l); la qual doppia formola ci darà 


i|ucllr di 2.“ grado : avremo a = p 


ambedue le radici a e 6, prendendo corrispondeolemcnte il seguo — e il segno + avanti il radicale, 
giacché si suppone « la più piccola: quindi avremo separatamente a = -^p — V ~r P — CTtbp-(-l), 


1 


e e = — p 




^ (.TILp-t-l). Ora i numeri « c « dovendo, per condizione di loro natura 

inevlesima , riuscire intieri e jiosillvi ; dovrà perciò il radicale qui segnato ridursi necessariamente a una 

c|uantità razionale; e di più, atteso clic p é impari, della forma notando ■' un altro numero im/iari. 

2 


si Ita cosi ^p >y^ Mp — 1, da cui ■ >1, ossia — -■ — I > 0 : dunque il valor di 

sKmp— I •ìVpp—l 

J = e moltiplicato |H:r una qitanlilà jHisilira , cioè S intrinsecamente posilivo. Perciò, essendo già 
A < — ftp — I — S, e die !>0, sarà a più forte ragione A< — — 1, come si volea dimostrare. 
Dunque, tutte le volte che sia > 1 , si avrà il numero — I + p — I < — p-^f^pp — 1, c cioè 
sarà .■JH, > — l-^f^p — I. Però quando sia direttamente m = 1. come nei casi di p=3, = 17 , =37, = ecc., 
allora si avreblie precisamente 3IL= — i-i-f^p — 1, riusceialo a un tempo « = Kp-I , per 1' essere 
p — I un quadralo esatto. 


I 
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Onde sarà , per un conveniente valore di 3IL, lai radicale l/ -7- p — 1) = — ; da 

» 4 ^ 


seguono a e ? così espresse per le forinole a ■ 


p — t 


, «: 


p-ì-i 


. Questo radicale «{uivalendo <|iii 


2 ’ 2 

alla differenza S — x delle due radici io discorso, la quale non ha che un unico valore, considerando 
« e € al di sono di p ; si vede cosi rhe non potrà corrispondervi che un solo valore conveniente di i , 
e pure un solo valore conveniente di JIL soddisfacente alla questione. 

i . . p’ I* 

La posta condizione del radicale = — - si traduce io questa .TILp + i = —7 — ; e successi- 

A ♦ 4 

vamenlc si trasforma come segue : 

S V ■ I 
P I +4 


JHp = 


p i’ + i 1, 1 i*+4 i , i* — p-ì-4 

■ "^=4^-47- + T ~ = 


4p 


4p 


Onde 9IL sia iutiero, già essendolo — ^(p — 1), deve aversi di conseguenza ^ — =vniHtieroe, 

4 4p 

non escluso che possa riuscire e = 0. Quest' altra condizione dà t*= 4ep + p — 4=(ie-(-|)p — 4, 
dove si vede non poter mai riuscire e nepatieo: dunque il valor di JIL = — (p — 1) — e sarà in generale 

più piccolo di -^(p — 1); e si ha cosi il limile meusimu dei valori di 3tL , sopra annunziato, espresso 

dalla foratola 3)L<-^(p— I). Or avendosi la condizione 1* =(4e+l)p — 4, vedesi qui conte la deter- 
minazione diretta del numero ■ sarebbe ridotta alla ricerca dei multipli di p della forma (4e+ I), tali 
che, diminuiti di 4, diano un risultato uguale ad un quadralo esalto di un numero impari; il quale per- 
tanto sarà allora il valor dell’ I. Il procedere per tentativi non si potrà mai evitare in queste ricerche; e 
tutto l' artifizio coitsisle nel facilitarne meglio la pratica: ora quest'ultimo metodo sarebbe forse da prelérirsi 
in generale agii altri precedenti. Riepilogando, l'operazione si riduce a questo: trovare un numero 
e capace di soddisfare alla condizione (4c + 1)p — 4 = 1* ; allora, cognito i, si avrebbe subito 

C = .\pplicliiaino ancora questo metodo ai numeri p inferiori a 100 già di sopra consi- 
derati. Abbiamo; 

li _ _ 

Ili 

T 

ili. 

2 

54 
2 

ii 

2 


= !>i 

e = 0. 

lp-4= 1= 1*, 

«■= 1; 

94 

II 

-* 

II 


= 13; 

e=0. 

Ip— 4= 9= 3*, 

1 = 3; 

IO 

“=T= 

$ = 

= 17; 

e=l. 

bp— 4= 81= il‘. 

1 = 9; 

8 

«=T= *. 

C = 

II 

e = 0, 

1 

II 

OC 

li 

1 = 5; 

24 

«=-^ = 12, 


= 37; 

e=4. 

I7p— 4= 625=25*, 

1 = 25; 

II 

2l»« 

II 

tt 



= 8. 
= 13. 
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il; 

e=3. 

l3/>— 4= 329 = 23*. 

1= 23; 

18 

9, 

c — 

64 

— = 32. 

u3; 

e = 0. 

Ip— 4= 49= 7*, 

1= 7; 

40 

«=-^ = 23, 

5 = 

60 

-^=30. 

61 ; 

e = 6. 

25p— 4=1521=39*, 

1 = 39; 

22 

“=Y="- 

e = 

100 

-^- = 30. 

73; 

e=l , 

3p— 4= 361 = 19*, 

i=19; 

a = .^ = 27. 

c— 

92 

1T=*C. 

89; 

e= 1 , 

jl 

II 

1 

1 = 21; 

68 

a =-^ = ,>4, 



97; 

e = 7, 

29p— 4 = 2809 = 33*, 

■' = 33 ; 

44 

« = y=22. 

t — 

130 

—=73 


N.“ 79. — Passiamo alla risoluzione dell' c<]uazione di 3.“ grado, fra le cui radici pri- 

inìli\c « e S esiste la doppia relazione «-t-6=p — I, ed «5 = .TIL/H-1. Anche al presente potrebbe risol- 
\crsi la que.stione, cercando a determinare .int in modo di aversi il numero .'Tll.p+I decomponibile in 
lUip fallori capaci poi di ricomporre colla loro tomma il numero p — I. Vi si riuscirà pure facilmente 


|ier tentativi che sì tacciano io proposito , dentro i limiti da 




ipiesti numeri per di/ctto in unità intiere; ed avvertendo che il limile massimo indicato sarebbe più pro- 
priamente -(p — 1) i|uando sia p — t divisibile per i, c sarebbe invece ^(p — 3) quando fosse solo p — I 

4 4 


divisibile |icr 'ì una volta. Ecco il quadro dei risultati ottenuti, prendendo per p i numeri primi inferiori 
al 100, ai quali possa coirispoodere l’equazione di 3.* grado, per il chit si esige che sia p — 1 divisi- 
bile per 5. 


p= 7; 

XL= 1, 

1. 7+1= 8= 2. 4, 

2+ 4= 6; 

a— 'it 

II 

p= 13; 

01L= 2, 

2.13+1= 27= 3. 9, 

3+ 9=12; 

a= 5. 

5= 9 

P=19; 

4, 

4.19+1= 77= 7.11, 

7+11=18; 

«= 7. 

« = ll 

p = 3 1 ; 

,TIL= 4, 

4.31 + 1= 123= 5.25, 

3+25 = 30; 

«= 5» 

« = 23 

P = 37; 

.TtL= 7, 

7. .37+1= 260=10.26, 

10+26 = 30; 

a=10, 

6 = 26 

p = 45 ; 

JtL= 5, 

5. 4.3+1= 216= 6. .36, 

6+36 = 42; 

«= fi, 

II 

p = OI ; 

.TÌL=10, 

10.61+1= 611 = 13.47, 

13+47 = 60; 

»=ló. 

6 = 47 

'sO 

II 

JtL=16, 

16.07+1 = 107.3 = 29.. 37, 

29+37 = 66; 


6 = 37 

P = 73; 

916 =^ / , 

7.73+1= 512= 8.64, 

8+64 = 72; 

«= 8, 

Il 

II 

,916=16, 

16.79+1 = 1203 = 23.35, 

23+35 = 78; 

* = 25, 

6 = 35 

p=97; 

II 

22.97+1=2133 = 33.61, 

35+61 =90; 

u 

II 

Crl 

V- 

6 = 61 


N." 80. — Ma eliminiamo la radice s fra le due equazioni «S=.T1Lp4-1, ed a-|-?=p — 1: avremo 
l'equazione a(p — 1 — a)=3Hp-t-l , la quale si puù risolvere in due maniere dillórenli. 

Da prima essa divenendo »p — a — a*=,TTLjH-l , dà l'equazione a*-t-a=(a — .TH,)p — f =/zp — 1, ponendo 
ciò che prova di già dover riuscire .TIl.<«. Risolvendo algebricamente queslji et)uazioDe 
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a’-(-a=:^p — 1 , rispello «d », 8i ha la doppia forinola »= — ^ — 1-1- - .ossia »= — -± 4 m;>— 3. 

Il solo Talore positivo sarebbe il proprio valore di »; l' altro negativo corrisponderebbe al complemento 
p — s della radice S, preso con segno — ; cosi che si avrebbe separatamente »= — 

invece* — p— — | — 4pp — 3, onde poi p — 5 =coinpi. *= •j-1- 4Mp — 5: dìfatli nc segue la 

somma «-!-< — p— — 1, da cui »-i-«=p — 1 risultato esatto. 

Frattanto essendo aiO=— M-l-a=— -1- ^ V if^p—ó, riuscirà cosi 01L= — 4p— 3((ua- 

3 Z Z 2 

lora fosse i^= 1 : ma in tutti gli altri casi di > 1 , questa formala numerica costituirà sempre un limiif 

minimo dei valori di .711/, cioè a dire che sarà io generale oil/> — + —V ip—S , come sopra si è 

annunziato. La ragione di ciò sarebbe tutta fondata sul fitUo del diminuire inces.santemente il valore della 
diSerenza — -1- j^4Mp^^, coll' impicciolire di p lino ad I, a cominciare dal suo proprio valore 
M>« (')• 


(*) Il fatto , qui solo accennata , si può dimostrare eomc segue. 

Avendosi a OIL-l-f= — 'ì/jt+f^iitp — 5, rimpiazziamo in questa formula ^ per fi — e, e poniamo 
t— — ìQi— e)+f^ìr{p . — e)p — 3: dico che sarà sempre t< — io-|-^4f'^ — 3. .A tal line si ha primieramente 

il radicale 4 (m — e)p — 3 = K 4.»p — 3 — 4rp = |/ (4,up — 5)^1 — ^ p— s ) ~ ^ ^ — * ' 

avendo imsto < = - — , elle riesce una frazione minore dell' unità, atteso e<p: e difatti deve y 1— a 

4/ap — 3 

riuscire una quantità reale. Or per essere y l — i <1 — -j *, c così y kfip-^z.y I — « < y ^i^p — 3 . ^ 1 — ^ z^, 
si ha pure il detto radicale e)p — ii-ip — 3 — jiy donde, sottraendo 2(t< — e) da 

ambe le parti, viene la dilferenza — 2(s» — e)-)-f^4(p — «)p— J< — 2p-l-2c-l-^4.up — 3 — -jzf^àfzp— 3, 
ossia *< — 2 ,u-|-^4mp — 3 — ì, posto * = -jif^4up — 3 — 2c. .Ma, rimessa per t il suo valore, segue 


>=2e( D'altra parte, atteso , ossia «-1- 4p (dietro la relazione »-i-C=p — 1 

4op— 3 / 2 * » 


e che » è supposta la più piccola delle due radici » e e), mentre intantu si è trovato = 7 /'^ 4t<p — 3, si 

ha cosi W— 5, da cui ^ ... > 1 , ovvero —1 > 0 : dunque il valor di 

yiffip—'i yxy^^ 

2=2e moltiplicato per uno quantità positiva, cioè 4 puiiiiuo. Perciò, se già 4< — ìa+y 4mp — 3 — 5, eche 
S>0, si conchiuderà a fortiori 4< — 2|u-t-^4fip — 3, come si volea dimostrare. Pertanto sarà in generale 
— ‘ì + y 4p — 3< — Ììx-^~y 4mp — 3,ossia23IH-l > — ì+y 4p — 3, da cui segue JIL> — 4 ~^^y^V — 3- 
Quando però fossa m= 1, allora si avrebbe precisamente .TR,= — ^-l-^^ àp — 3 , come nei casi di 

P = 7,= 13, = 31,=r 43,=: 73,= ecc., riuscendo corrispondcntcmcutc 4p — 3 = nuinero intiero, c la 

radice »=— .j- 1-7 ^4p - 3. 
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Perchè risulti “z 


— H- /4mp— ò 


; (IH numero iniiero e, (r d'nopo che si ubbia V' 4.up-^3 = UN numero 


impari i, e cioè iirp — 3=i*. Se si trovi /j. per tentativi, si avrebbe poi *= — D'altronde 

si potrebbe cosi avere direttamente C=rp— ma sarà più semplice, cognito a, dedurre il è=p — 1 — «, 
che rinviene allo stesso valore. 

Applicando questo metodo ai numeri p inferiori a 100, si hanno i seguenti risultati; 


3= 23= 5*, 


"O 

II 

/-= i. 

p=13; 

fx= 1 , 

p=19; 

t»= 3, 

II 

>V= 1, 

P = 37; 

ji= 3, 

p = 43; 

1, 

p = 61 ; 

/i= 3, 

P=67; 

t*=13. 

p=73; 

1, 

p=79; 

(*= 7, 

II 

#*=13, 


4p— 3= W= 7*, 
12p— 3= 223 = 15*, 
4p— 3= 121 = 11*, 
12p-3= Ul=21*, 
4p— 3= 169 = 13*, 
12p— 3= 729 = 27*, 
52p-3 = 3481=59*, 
4p-3= 289 = 17*, 
28p— 3 = 2209 = 47*, 


= 3; 


= 7; 

«=1= 3 

= 13; 

14 

“=Y= 7, 

= 11; 

IO 

«=-^= 3 

= 21; 

20 

«=-=10 

= 13; 


= 27; 

26 ,, 
« = — =13, 
2 

= 59; 


= 17; 

II 

■®IS* 

II 

OD 

= 47; 

II 

«si» 

II 

H 

= 71; 



«= 6— 2= 4. 
e = 12— 3= 9. 
e = 18— 7 = 11. 
e = 30— 3 = 23. 
6 = 36—10 = 26. 
e = 42— 6=36. 
6 = 60—13 = 47. 
6 = 66 — 29 = 37. 
6 = 72— 8 = 64. 
6=78—23 = 35. 
6=96—35 = 61 . 


52p— 3 = 5041=71*, 


In queste ricerche, fissato il modulo p, sarà utile di tenersi calcolato per primo il numero 4p , quando 
si debba elevare a valori alquanto forti di tt; inoltre riuscirà sempre facile l' operazione , quando si abbia 
alle roani una tavola dei quadrati dei numeri successivi. 

IS.° 81. — Risolviamo invece direttarocute l'equazione “(p— I — ‘v)=3Itpq-l , rispetto ad >, senza 


premettere 


altre riduzioni; avremo la doppia formola a 


Pni-c 

2 ~ 


entrambe le radici > e 6, espre.ssc separatamente per le formale 



— (jrrLp-l-l), che ci darà 




(.')ILp+l). Vedesi che non esisterebbe che un solo valor di 3IL, e questo dovrà 
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(3H.p+l)=«n tiWim» I, perchè già — ^ ^ è sempre in- 


esser tale da rendere il radicale 

’ \ 7 / 

. /;>— ’ p^-ip-hi 4 

fiero. Questa condizioiie ai trasforma socceasicamente come segue: JH.p-l-1 = 1 — ^ I — • t= 1 


(p— 8)p 1 , 

' i ì 


(j> — 2)p 1 < . (p — 2)p *< +5 

1-7— «, jTLprr 1 — 1 da CUI 3tu= 


p— 2 *«*+5 

♦ 4p 

Or p essendo impari, p—'i lo sarebbe anche, e così non divisibile per i: imporla perciò di ridiirn- 
questa prima parte di .TtL ad essere un numero intiero. Quando p — I fosse divisibile per 4, allora si 

. p — 2 p— I I • j- P — ' P 4t*-t-3 1 4v*-|-p+3 

4 4 4 i ip ip i 4p 

p — 1 fosse solo divisibile per 2 una volta, e cioè della forma p — l=2i, notando ■ un numero impari, 

sarebbe p — 3 = 2i — 2 = 2(i — 1) divisibile per 4, riuscendo t— I /airi; onde ponendo ?^^ = ~7^-)-7, 

1)— o p 4^ -^0 1 4i — p-^3 

SI avrebbe OIL=^- p--^- : ~t(p — 0) iVmnchè 9R, risulti intiero, si dovrà avere 

i ip ip * 4p 

4t* — 1^ jv-l-3 § 

rispellivamenle nei due casi la doppia formola = unmriero e; da cui segue =iep^zp — 3 

4p 

=(4e=f;l)p — 3, prendendo il segno supcriore nei casi di p — 1 dirisibUe |ier 4, ed il segno inferiore 
in tutti gli altri casi di p — 1 solo divisibile per 2. Questa formola (4e:^l)p — 3=(2«)* dimostra come 
non possa mai risultare e negativo, tutto al più polendo esso riuscire uguale a zero, nei casi di p solo 

divisibile per 2. In conseguenza si avrà sempre 3IL=|(p— I) — e, ovvero ,m<=7(p — 3) — e, e cioè in 

generale JR/<-^p, valutando ^ in unità intiere per difetto. É questo appunto il limile massimo dei valori 

di aiL sopra annunzialo. Frattanto vedesi qui un nuovo metodo, per determinare le radici a e e: tro- 
vare un valor di e capace dì rendere la forinola (4e:q:l)p — 3 il quadralo esalto d'un nnmeio pari 2<; 

p — I p — 1 

cognito cosi j, si dedurranno le radici delle per le formole ^ 1, S = — ^ — )-«, ovvero pel- 


le foniiole a =- — ^ • Applichiamo ancora questo metodo ai numeri p inferiori 
di sopra considerati; avremo il seguente quadra: 


a IflI) 


= 7 


0. 

ip— 3= 4= 2*, 

«= 1 

«= 3 — 

1= 2, 

?= 3-t- 1= 4. 

= 13 


1. 

3p-3= 36= 6’, 

1= 3 

a= 6 — 

0 aJ j 

«= 6-1-3= 9. 

= 19 


0, 

lp-3= 16= 4*, 

i= 2 

«= 9— 

2= 7, 

S= 9+ 2=11. 

= 31 

f = 

3. 

13p— 3= 400 = 20*, 

6=10 

«=15— 

10= 3, 

«=15-1-10 = 23. 

= 37 

e~ 

3, 

7p— 3= 2S6=16*, 

i= 8 

«=18— 

8=10, 

« = 18-1- 8 = 26. 

= 43 

é = 

5. 

21p— 3 = 900=30*, 

•=13 

«=21 — 

15= 6, 

6 = 21-1-15 = 36. 

= 61 

f = 

». 

19p-3 = 1136 = 34*, 

1=17 

«=30— 

17 = 13, 

6 = 30-1-17 = 47. 
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p=67; 

e= 0, 

l;>— 5= 64= 8*, 

«= 4; 

« = 33— 4=29, 

«t=33-ì- 4 = 37 

p=75; 

e=ll. 

43p-3 = 3136 = S6', 

« = 28; 

»=3ti-28= 8, 

C = 30-1-28 = 64 

;i = 79; 

e= 3, 

13p— 3 = 1024 = 32*, 

e= 16; 

«=39-16=23, 

« = 39-1-16 = 55 

II 

e= 2, 

7p-3= 676 = 26*, 

• = (3; 

«=48—13 = 35, 

«=48-1-13 = 61 


^ 3.* — Calcolo delle radici primitive dei numeri primi, e di tutte le equazioni binomie che vi si rapportano. 


.V“ 82. — L'illustre P.iissot, nella sua Teoria delle equazioni binomie, fu il primo, io credo, che 
proponesse un metodo ben regolare, da Lui pure dichiarato jier il più semplice, onde procedere diretta- 
mente al calcolo di tutte insieme le radici primitive d' ogni numero primo assegnato. Prima di Lui, 
i metodi coonsciuti per queste ricerche non aveano ili norma (issa; e riposavano |ier la più parte sulla 
eomhinazione di aleuni più o meno felici tentativi a farsi, avanti di giungere ad avere imo sola almeno 
delle radici primitive domandate: tentativi giustamente fondati però sulla natura e sulle note proprietà di 
queste meilesime radici primitive, o delle equazioni hinomie alle quali appartengono. Or schliene questo 
metodo dei tentativi, considerato isolatamente, non pos.sa in generale appagare la menlc dell'Analista, il 
quale aspira sempre a procedere direttamente , e con norme sicure, alla determinazione delle sue incognite, 
nel problema che si propone di risolvere; pure, nel caso attuale, considerato siffatto metodo nel suo eom- 
plesso, potrebbe forse fare eccezione alla regola; quando si cerchi a ritrarre da esso tutti quei vantaggi, 
e tutte quelle risorse, clic può presentare la natura stessa della questione che si tratta. E questi vantaggi 
0 risorse potrebbero poi anche fra loro combinarsi in modo, da costituire alla fine un metodo assai rego- 
lare, come semplice ad un tempo, giusta il quale procedere a siffatte ricerehc: senza che (piesto metodo 
venga quasi più a ritenere I' asjietto della sua prima origine, vale a dire di metodo (badato sui tentativi; 
ma assumendo piuttosto il raratterc di metodo diretto c generale , analogo a quello praticato nella 
ricerca delle radici commensurabili delle equazioni algebriche, od a quello della risoluzione d' un'equazione 
mediante l'abbassamento del suo grado, o mediante un'equazione ridotta di grado inferiore. 

É ciò quanta io procurerò di far vedere nel seguito di questa Memoria: ma mi sarà utile, onde rag- 
giungere felicemente lo scopo, di dividere la questione in due parti: trattando nella jn-ima parte sedo del 
calcolo diretto delle radici primitive di tutte le equazioni rapportate a uno stesso modulo primo p, quando 
giù si conosca una radice primitiva A di tal modulo p medesimo; e trattando invece nella seconda parte 
del modo di ottenere questa radice A direttamente, per qualunque numeri p vengano assegnati, anche 
grandissimi ; volgendo di più la mira a scoprire ad ogni volta la più semplice, vale a dire la più pic- 
cola in generale fra tutte le possibili radici primitive d' ogni dato modulo p. Inoltre quando fosse p — I 


una sola volta divisibile |ier 2, così che riuscisse un nutnero impari, basterebbe pure di conoscere 

2 


invece una .sola radice primitiva dell' eq. ^ onde poterne dedurre prontamente tutte le altre, e poi 
([uellc dell' equazione (p — I) sna complementare. 


Parte Prima. 

85. — Cognita una radice primitiva A del modulo p, o di qualsivoglia equazione (n), si é veduto 
come la serie delle potenze successive di A fornirebbe sempre tutte le radici primitive sì di questa equa- 
zione, che di ogni altra equazione inferiore, di grado sumultiplo di n, o di p — t. Invece si avrebbero 
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iwpartiaimnCe le wle radici primitiTe delf eq. (n) , quando solo si fomasse la serie delle potenze di .4 
ad esponenti primi e inferiori al sao grado n; e si avrebbe in partieolare una radice primitiva d’ogni 


equazione 


quando 


si elevasse A semplicemente alla potenza U, supposto A un divisore di ». Ora 


il proeesso di tutti questi calcoli, che potrebbe a ragione temersi a prima vista assai lungo e laborioso, 
atteso la rapidilà grande eoa cui crescono sempre le potenze dei numeri superiori ad I , diverrà per lo 
rontrario molto iicile in pratica, quando voglia in esso valersi dei seguenti priacipj di pura Aritmetica 
elementare, che seno una vara risorsa ia queste operazioni. 

Si sa difalti come non siano propriamente le potenze di .4 quelle che interessi di calcolare per intiero, 
ma sibbene i .soli resti R di tali potenze divise per p: e pertanto il sistema di lutto il calcolo dovrà 
essere diretto principalmente a qncslo scopo, di ottenere sifTatli resti R nella più facile e pronta maniera 
possibile. La questione cosi avvisala io termini generali, potrà presentare tre casi distinti, che giova di 
esaminare separatamente. 

1.* Caso. — • Cognito il resto R^ relativo ad una potenza vt* di qualsivoglia numero .4, che può 
• già supporsi preso al di sotto di p, determiiiare il resto della potenza successiva /4~^'. > 

Rtfola frmtua. « Basterà per ciò di moltiplicare semplicemente l'avuto resto per .4, e dividere 
» il .prodotto R^-A per p: il resto di questa «lìviawne sarà U dimandalo ‘ 

Infatti avendosi, in formula completa, la potenza X"=.mp-4-/l_, ne segue, moltiplicando d'ambe le 
parli per ^ , la poUmza successiva A“*'=3n,p-\rR^. A; dove si vede che il resto di divisa 

per p, sarà lo stesso che si otterrebbe nella divisione di R^.A per p; e cioè che si avrà il resto 
R =. retto di /i .A. 

tm-^f M 


2. " Coro. — • Cogniti i resti R^ ed R^ di due potenze qualunque ^4" ed ,4", determinare il resm 

» R^ della potenza prodotto » 

Regola praiita. • Basterà per ciò di moltiplicare insieme i resti avuti R^ ed e dividere il prodotto 
> per p: il resto di questa divisione sarà il difflaudato > 

Infatti avendosi, in farmele complete, le potenze /4’*=3ILp+/l , ed .r=.'jn.p+/) , ne segue il pro- 
dotto di queste A~*'=yiip+R^. R^i dove chiaro apparisce che il resto di .d"”", divisa per p, sarà 
lo stesso oUenuto dalla divisione Ai R .R per p: e cioè che si avrà il resto R = retto di R ,R. 
Se n=l, allora essendo /f, = .4, si ritornerebbe al caso precedente. ^ 

3. * Caio. — • Cognito il resto R d' una potenza A , determinare il resto R d'ogni nuova potenza .4~*. • 

Regola pratica. • Basterà per ciò di elevare il resto R^ alla sola potenza n, e valutare il resto di tale 

« potenza {RJ". • 

Infatti avendosi, in formola completa, A'’=3H,p+R^, ne segue, elevando alla potenza >i d'ambe le 
parli, uu risultato di questa forma .4"'= 3H.p-|- (/!_)“; da che si vede essere il resto di divisa perp, 
lo stesso fornito dalla divisione di (/!_)" per p; e vale a dire che si avrà il resto R^r= retto di (ff_)’. 

In questo nuovo calcola del resto di (A )' potrà ben valersi ancora degli stessi principj precedenti ; onde 
chiaro apparisce la fecilità somma, cun cui potrà sempre giungersi ad ottenere il resto relativo a qua- 
lunque potenza di A, per quanto grande si voglia il suo grado. Questi principi altronde sussistoBO 

II 
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tguilmeMe qualunque (osie il numero p, aucha non primo auokUo, parchi non dMtore di A; succhi, 
se p dividesM A, allora tulli ì detti resti sarebbero zero ad uu tempo. 

8i. — Facciamo qualche esempj d' applicazione di questi principj ; onde far eoooacere aocora la 
disposizione più comoda , che converrebbe dare in pratica a questi calcoli ; specialmente nei oasi che fosse A 
un numero d' utw soia cifra, od il numero IO in particolare. 

Eotmpio /. • Il 3 è una radice primitiva del numwo primo 13: trovar tutte le «lire, e pare 
• quelle appartenenti alle equazioni inferiori di gradi sumaltipli di 13 — 1 ossia di IS. > 

Ecco il quadro delle potenze formale della hate 3 lino alla 13.' iadasiva, a ridotu mano a mono al 
di sotto del modulo i5, vale a dire ai loro resti infenort al 13. 


Non credo che questo calcolo abbisogni di altre spiegazioni, essendo per 
sè .solo chiaro abbastanza. Ciononostante avvertirò come siansi scritti ad 
ogni volta i quozienti dei rispettivi dividendi superiori al modulo, in linea 
di questi dividendi medesimi, separati da essi con una virgola, ed in colonna 
verticale al di sotto del modulo divisore; omettendo però di scrivere ogu> 
cifra del quoziente, quando questa aia zero. Si sou cauceUati eoa un tratto 
orizzontale i dividendi superiori al modulo (*}, loslochè vengano essi resi 
al di sotto del medetimo. Ialine ai soa numerati, ciò che è esaenziala, luU' 
i resti ottenuti , inarcandoli pure con punto per maggior distinzione , ed 
anche per richiamare con ciò all' idea che questi resti , appena ottenuti , 
vanno poi moltiplicati subitamente per la bare scritta io cima della colonna, 
c sempre contata per il 1.* resto. 

Da questo quadro si sceglieranno adesso le radici dimandale, come segue. 

I numeri primi e inferiori al 13 essendo questi: I , S,. 7, 11 : le potenze 
di tali gradi, ovvero ì resti 3, 6, 11, 7, che vi corrispondono, saranno tutte 
fe radici primitive deH'eq. (13), ossia del modulo 13; per cui, ordinandole 
in senso di loro grandezza crescente, si dirò che questo modtdo 13 ammette 
le quattro radici primitive 3, 6, 7, 11. Essendo 3’= 8= rad, prin. 

eli' eq. (i), ed i numeri primi c inferiori al i essendo 1 e 3 , saran poi le potenze 

le due radici primitive di questa eq. (4). Parimente essendo 3*=4=rod. 

Il' eq. (t) ossia dell'rq. (6), ed i numeri primi e inferiori al 6 essendo 1 e 9, sarao poi le 


r resto 3. 113 


4. 

3".. 

8. 


— 16 , 1 


3. 


...... 6. 

fi*.. 

13. 


-34 . l 

7".. 

11. 


— 39 , 1 


9. 


— 18 , « 


3. 

W.”. 

10. 


— 30 , t 

iP... 

7. 


-14 , 1 


1. 


/12\ . . 

deir equazione ) ossia d 


3’= 8, ed 8=3=3 


. dcll'eq. ossia d 

potenze i'= 3*= 4 , c 4*= 9 

jtrim 

. dell' eq. o®**® ‘ 

potenze 3*=3*=r3, e 3*= 

piim. 

/13\ 

dell' cq. ( — J ossia i 


(*) Per «mnodiU deU* composisione UpOfrafic*, non si son caneelliti col tratto oduontile i di vi é n tii al m9éuh\ ma 

•olo si sono invece mrcalt eoi Mfoo —, fatto precedere ai medesimi. Però neUs preliea dìTìeiw eide il ceneellerii » ««Mec è delio 
Mi tesvi. 


Digitized by Google 



S3 


N.* 8tf. Emmpéa U. • Il IO è una nrfl«e primitiva dall' tq. (15) riapelto al modulo 31 ; trovare 

• tutte le altre, e pure quelle delle equazioni iolériori; quindi dedurne le radici primitive di Mite le equazioni 

• eompleiDeatari. • 

L'operaziaaa in tal caso si riduce eome allo avilnppo in decimali della frazioue —, ovvero —, limi- 
tata al primo periodo: ecco però la disposizione da darsi a questo calcolo, onde servire metdio atl'nso, 
rui si destina. 

In questo esempio , oome in tutti i oonsimili dove la 
t° resto 10.0 [ 51 base sia il IO, è utile di notare ancora la cifra 0 

1* 7.0 OSSI d'ogni quoziente ebo rioaea a tale, aueeedendo ciò più 

S* 8.0 di rado. Le prime di queste cifre dei quozienti parziali 

V I 8.0 , 5 si SODO, per comodità, scritte immediatameute al di 

(* 3 5.0 , 8 sotto del modulo divisore; e poi tutte le altre, come 

7* 3.0.0 , 0 t nell'esempio precedente, in linea dei ris|)Ctlivi dividendi 

8° I i.O , i parziali che le forniscono , non caDoellando adesso alcuno 

9°..,...i 6.0 , S dei medesimi. Solo dovrà farsi astrazione dal zero finale, 

to* 5.0 , I quando si scelgano poi i successivi resti, che vengono 

it* 1 0.0 , 6 pure terminati a ciascun punto. È qui da avvertirsi 

H" i.O , 1 inoltre come i resti 6v e 7*, che hanno i valori 3 e 

15° 9.0 , S 30 inferiori al modulo 31, riescano naturalmente scritti 

14° 3 8.0 , 9 in una stessa linea; per cui si dovrà quindi avanzare 

15* 1. a destra d' un intervallo stabilito le successive cifre zero 

poste in seguilo a ciascun resto, le virgole messe appresso, 
le cifre dei fuecewivi guosieati, ed i numeri d'ordine di talli i resti medesimi che seguono, came 
pure i punii scritti al fine di ciascun resto; la qual cosa si dovrebbe sempre ripetere ad ogni volta 
che si ottenessero due o più resti scritti in una stessa linea orizzontale. Per facilitare meglio questa 
operazione, converrebbe far uso di una falsa riga tracciata a linee orizzontati, attraversate da linee 
oblique paralleie , e ad intervalli comuni assai piccoli , prossima mente della pnnuleisa d‘ una eifira : eome 
parimente, negli esempj del genere di quel sopra veduto, converrà fiir uso di una fhlsa riga a linee oriz- 
zontali attraversate da linee perpendicolari a queste, e dieiam verticali, fissale alla stessa distanza fra loro. 
Tulle queste avvertenze, che possono beo sembrare al momento snere e inutili particolarità in questo esempio 
assai semplice, si renderanno invece indispensabili in altrelianli casi di moduli p mollo grandi , per 
esempio intorno al lOOO; come si avrà bene occasione di sperimentare, qiundo si intraprenda qualruno 
di questi calcoli, allora molto laborioso per la sola sua lunghezza. 

inoltre potendo occorrere un tpialelie errore nel corso dell'operazione, credo utile di accennare fin d'ora 
ad un mezzo di verificazione assai facile, che pouà usarsi a qualunque punto si voglia dell' operazione 
medesima; t di cui anzi converrà a quando a quando valersi, qualora si lavori su numeri p mollo 
grandi. Consiste questo mezzo nel principio seguente: 

• Ogni resto d'ordine peri 3m è sempre il quadrato, rispetto aj>, del resto già avanti ollenuto 
d' ordine m. • 

Infatti essendo R^=a“, soppressi i multipli di p, ne segue il resto , e cioè 

«*.=(«.)*, rispetta a p. r . r . • . 
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- Ncir aiUMile eacApio vcdwi lubito ck« il retto 13* aarekbe il pteénuo dal. raito 6*: ma pwiiDRilc 
il teatt) li" aarebtic il fvadraio del reUo 7*, aveitdosi iuiaOi (Ti )*=30'=M0=13.31+3$=3d = yi . 

Il *** 

il resto W,„=5 sarebbe il quadrato del resto /i^=3S, aveodosi infatti (A^) =3S =635=30.31-1-5=9=^^^; 
ecoai degli altri. In simil modo, nell'esempio del n.* precedente, si avrebbe (A^)*= 6^=36 =3. 13-1-10 
= 10 = A^, 0 così degli altri. 

Per i casi che il grado n deH'e<{uazione che si tratta, e di cui A è la radice primitiva presa per 
base, aia un luimero imperi, si avrebbe ancora ogni resto d'ordine impari H.= /H A. Infatti, poi- 

. ’r * ( V 

chi d"=l, avendosi ogni potenza d'=d" '=d * =\d /, ne segue fra i corrispondenti resti la 

lurroola A.= /A ..V. 

’ C’-fv 


r.osl , nell' esempio attuale , si trova il resto A = 


(V)' 


=(Ajj)*=i*= 16; si trova il resto 


*=(A,j)*=9*=8l=3.3M-19 = 19; si trova il resto Aj=^A,,^^y=(A,/=5*=35, 


e via di seguito. 

, Questa formolo A^=^A^^,y non servirebbe però quando n sia pari: ma allora si avrebbe in cambio 
quest' altra formala già ben nota A=p — A^ , ossia A_ =p — A^ . Così nell' esempio precedente si trova 


•+s 

il calcolo alle sole potenze di .1 nel periodo da 1 ad neil' ipotesi di n pori, non si avrebbe allora 

modo di usare direttamente questo genere di verificazione; per cui converrà solo attenersi al generile 
A^=(A_)*, come il più semplice per tutti i casi. 

Può avvenire che il resto A^_ sia per si stesso un quadrato etalto a inferiore al modulo p, e non 
già rcaùfuo di pnoifriiio etatlo, come succederà invece il più delle volte. In tal caso il resto antecedente 
dovrà trovarsi uguale ad a; ma potrà ben essere ancora uguale a p— «; poiché si vede che si avrebbe 

albi stesso modo (A_)’=(p — «)’=3ltp-1-a*=«*= A^, soppressi i multipli di p. 

Ritornando al nostro esempio, scegliamo ora dal calcolo fatto le radici primitive dimandate delle equa- 
zioni proposte. 

I numeri primi e inlériori al 15 essendo questi: 1 , 3, 4, 7, 8, 1 1 , 13, It; i resti corrispondenti 
10, 7, 18, 30, 14, 19, 9, 38, ovvero questi numeri ordinali 7, 9, 10, 14, 18, 19, 30, 38 saranno 
le otto radici primitive dell' attuale eq. (15); e quindi i loro eomplemcnli al modulo 31, presi in ordine 
inverso, cioè i numeri 3, 11, 13, 13, 17 , 31, 33 , 34 saranno a un tempo le otto radici primitive 
dell'equazione complementare (30), ossia del modulo 31. Si ha poi lo'=8=ra<f. prim. dell'eq. (5); 
ed i numeri primi e inferiori al 5 c.ssendo 1, 3, 3, 4, si hanno cosi nelle potenze 8^=1 0=8, 
8’*=10“=3, 8'=I0'*=16, ed 8*=10'*=4, o.ssia in questi numeri ordinati 3, 4, 8, 16, le'ijwoHro 
radici primitive dell' eq. (5X Quindi i loro complementi 15, 33, 37, 39 saranno le quattro radici '^pri- 
mitive dell'eq. (10). Parimente si ha lo'‘=35=end. prim. dell'eq. (3); ed i aumeri primi e inferiori 
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al 3 esMado 1 e 9, looo coal le paleoze 9S'=io’=93, 9K*slo'*=;S. oema i nnincri ordiaali 5 e 93 
le due radici primilire deU'eq. (3). QaiiMii i laro con^>lenen(i 6 e 96 saraana le due radici primidve 
ddl'eq. (6). lafioe ai ba lo''=i=rad. prim. dell'et}. (I); ed il eoo complemeato 30=rad. prim. del- 
I•eq.(9). 

N.* 86. — Eeempio III. € Il 90 è uaa radice primiliva del annaero i3: ai damaodaBO adainenle 
» tulle le radici primitive di questo numero. > 

I numeri primi e inferiori al 43 — 1 = 49 = 9.3.7 sono i seguenti, cou apposti al di sotto gli inler- 
vaUi correnti dall' uno all' altro : • 

1 , 3 , Il , 13 , 17 , 19 , 93 , 98 , 99 , 31 , 37 , 41 ; 

4, 6, 9, 4, 9, 4. 9. 4. 9, 6, 4. 

Or conviene anzi tutto prepararsi calcolali i residui delle potenze della 6o>e 90, marcate da questi 
iiUervaUi ripetuti 9 , 4, 6; e ai trova: 90*= 400 = 9. 43+13= 13 ; 90‘= 13*= 169 = 3. 43+40 =40; 
90*=90‘.90'=40. 13 = 890=19. 43+4 = 4; oncia 90'=13, 90*=40, 90‘=4. Dopo dò ni disporrà 
il calcolo come segue; 

Si sono fatte tutte le moltiplicazioni e divisioni a parte, non riportando 


1' rerto 90. 

|43 

in questo quadro che i soli risultati di tali operazioni; però in pratica con- 


— 800 

, 18 

verrebbe operare direttamente sopra i numeri cosi scritti in colonna. Ma si 


. ... 96. 


vede da questo esempio quanto malagevole ne riesca il processo; c eome 


— 104 

, s 

sarebbe anzi preferibile in pratica il calcolare invece per intiero la serie 

4*». 

....18. 


delle potenze successive della base data; specialmente in tutti quei rasi, dove 


— 934 

, 3 

questa ba.se data sia un numero d' una sola cifra, ovvero il numero 10. 

13*. 

....19. 


Kratlanlo si avranno adesso nei resti ottenuti , che, ordinati, sono i numeri 


— 760 

. 17 

3 , 3, 19, 18, 19 . 90 , 96 , 98 , 99 , 30 , 33 , 34, tutte le dodici radici 

47®. 

99. 


primitive dinMndate del modulo 43. Preodeodone i eomplmneoli, si avrebbero 


— 377 

, 8 

qui a un tempo le dodici radici primitive dell'eq.(91) rispetto a ipiesto modulo. 

49®. 

33. 


N.° 87. — Etempio IV. • Il 3 è una radice primiliva del numero 97; 
• si domanda una radice primitiva dell' cq. z*—l =311.97. > 


—1390 

, 50 

13*. 

. ... 30. 
— 390 

, 9 

K 

Essendo il quozienW — = 94 , si avrebbe 3 =a/la radice dimandata. Or si 
4' 

* 5 ®. 

3. 


trova successivamente: b‘=695=43, b*=43*= 1649=6, 3*‘=6’=916=9t 


— 190 

, 9 

dunque 99 sarà la radice primitiva dimandata deU' attuale ev|. (4). L'altra 

*9®. 

. ... 34. 


compagna si avrà nel complemento 97 — 99=73. 


— 449 

> 40 

Non andrò più oltre in questi esempj, che solo bo riferito per dare 

51 ». 

19. 


un' idea dei calcoli a farsi io simili circostanze, della loro disposarne in 


— 48 

, 4 

particolare, e delle avvertenze di veribcazione, o d'altro, da usarsi ia prò- 

37®. 

5 . 


posilo; mentre che intanto si ebbe cosi occasione di applicare ciascuno dei 


— 900 

, 4 

tre principi stabiliti al n.» 83. , 

4t». 

98. 


Passerò qui appresso a dire con più dettaglio di .tatto U sisteam d opa- 


— 360 

t 

razione da eseguirsi veramente in pratica , quantbi si avessero da calcolare 

4»». 

1. 


a un tempo le radici primitive di tutte le e^uaini rqiportate a imo stesso 


modulo p molto grande ; sempre nell' ipotesi di conoscere già uaa dalle 


Digitized by Google 



M 


sue radici prioaiiive, e ìd geoerale la pM mnpticc, non niggiore di 10, ae sia ponièiie: giacchi m'oaacria- 
àoiM ebe ni oceene di lare, e che dod so fino a qual paolo però sia vera, i questa: ametmre di rade 
rie uM miinen) primo p monrii di ammtUen ano dei primi direi sumeri per una mui radice primilini. 

88. — AflSo di dare maggiore ampiezza alla questiooc , io ragionerò in generale sopra d' un'equa- 
zione di grado n ; ma Mraano poi le couctuaioni da riferirai specialmenle al ermo di n = p — I , ovvero 

P — 1 

a quello di n= — , quando questo numero sia impari. 


Data una radice primitiva A d'un'eq. (n) di grado pari n = 3m, il teorema dei a.* 51 ci mette 
nella possibilità di ottenere tulle quante le radici primitive si dell' eq. (n) , come dell' equazioni inferiori 
di gradi sumullipli di n, con formare solamente la serie delle potenze successive di A nel periodo da 


1 ad ossia da 1 ad m. Inoilre quando n sia imporì, dal solo calcolo fallo delle potenze successive 

di .1 nel periodo intiero da I ad n , si avrebbero pure a un tempo , mediante i presi complementi , le 
radici primitive delle equazioni di gradi doppj di quelli procedenti dal solo n. Ma compiuto questo 


calcolo, che terminerà, nel primo caso di n pari, alla potenza A*~AT = p — 1, e, nel secondo caso 
di it impari, alla potenza d* = l; non lieve difficoltà rimane ancora a superare, nel fare a dovere la 
scelta di tutte le volute radici primitive, se non si cerca di dare a questa ulteriore operazione una 
disposizione favorevole , come è quella che io propongo al presente. 

Conviene anzi lutto prepararsi degli stampati , di cui si vede indicata qui appresso la forma ; 


.1=' 

P 

AAIMCI 

dcBa 

eqimioni 


||8 

RADK3 

4«l« 

equitioni 


D 

D 

EBl! 


■ 

■ 

■ 

■ 

E 

Eq 

R 

p—H 







aADia 

■ 

B|S||| 



■ 

MI* 

equiioQt 

1 


■ 

DpRD 

ÉH 

■ 

■ 


1 

■ 

■ 

m 

■ 











dove tutte le etdoane siano protungate quanto il foglio di carta che si usa. 

Nella prima casella si vedono scritte delle lettere, delle quali spiegando il significalo, apparirà chiaro 
l'uso di queste tavole nella pratica. 

La lettera p tiene il posto del modulo assegnalo, al quale si rapportano tulle le equazioni di cui sì 
tratta , procedeuli dalfe data eq. (n). 

La lettera j1=rad. prtm. dell'eq. (n) tiene H posto deRa base data, cioè della radice primitiva che si 
ha cognita di questa equinone t — 1=r3llp, e delia quale si è già fitrmata la serie delle potenze, nei 
limiti dovuti. ' '' 
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La lettera C tiene il posto del grado d'egni eguaiione clw si consideri in panicoiare, la qnals potrà 
essere la stessa eq. (n); dovendo C essere in ogni caso un divisore di n. 

La lettera accentuata C tiene il posto del grado dell' equazione eomplementore delia (C). E pertanto sarà 

6" = C, quando sia G multiplo di 4, nei casi che n sia tale; sarà G'=~G, quando sia G multiplo 

di 9 solamente , riuscendo 4- C un numero impari, qualunque sia n; e sarà in6ne G' =iG, tutte le 

volto che G sia impuri; come avverrebbe sempre quando n fosse impari, ma ebe avrà anche luogo 
quando n sia pori. 

La lettera q indica costantemente il quoziente avuto dalla divisione di n per il solo G ; cosi ebe sia 

sempre ~ = q, ossia n = Gq. Sarebbe ? = 1, quando si prendesse G=n. 

0 

Le lettere >. S.yi— rappresentano sempre tutti ì fattori semplici del solo grado G dell'equazione che 
si è posta per la prima. 

Ciò preparato, si comincierà allora a scrivere nella prima colonna, marcata E, i successivi numeri 
primi a C, ed inferiori a nell'ipotesi di n pari, e di aver fatto la serie delle potenze di A nel solo 

periodo da I fino ad ~ ; od invece vi si scriveranno tutti i successivi numeri primi e inferiori a C , 

nell' ipotesi di n impari , e di aver fatto la serie completa delle potenze di A , nel periodo intiero da 1 ad n. 

Nella seconda colonna, marcata Eq, si scriveranno tosto i prodotti dei precedenti numeri E per il 
fattore costante q , già registrato io cima di questa colonna. Quando fosse q = i , potranno omettersi 
di scrivere questi prodotti Eq = E, occupandone allora il posto con delle virgolette. 

. Nella terza colonna , marcata R , sì scriveranno tutti i resti ottenuti dal calcolo fatto delle potenze di A, 
e corrispondenti ai numeri Eq, che ne fissano l'ordine. 

Finalmente nella quarta colonna, marcata con p — R, si scriveranno i rispettivi complementi al mo- 
dulo p dei già posti resti R ; i quali complementi sarà sempre focile di calcolare all' istante medesimo 
io cui si hanno a registrare. 

Dopo ciò, si troveranno allora ad avere, nella colonna R, la metà delle radici primitive dcll'eq. (C), 
e, nella colonna p — R, la metà di quelle dell' eq. CC) , tutte le volte che n sia pori; ovvero sì tro- 
veranno ad avere di già tutte le radici primitive di queste due equazioni (G) e (G‘), ogniqualvolta a 
fosse impari. 

ite le colonne venissero cosi occupate per intiero , avvero non bastassero per registrare tutte le radici 
delle stesse equazioni , si passerebbe a servirsi delle caselle appresso , per le equazioni , o per le radici 
rimanenti. Se poi le colonne non riuscissero terminate , separandone allora i quadri già compiuti con 
delle linee tracciale a dovere , si potrà procedere a registrare al di sotto , ed allo stesso modo , le radici 
primitive delle altre equazioni ; come si vedrà ciò meglio sopra gli esempj che addurrò al momento. 

Frattanto giova avvertire come , nel caso di n multiplo di 4 , converrà in generale registrare per le 
prime le radici primitive di tulle le equazioni dai gradi multipli di 4 , di cui eiascana è complementare 
a st stessa ; e per ultimo le radici delle altre equazioni di gradì impari e doppi quezf impari, com- 

plementari fra loro ; le quali si dovranno for succedere alternate , in questo ardine (3/) ed (/) , e poi 
subito (f) e ( 3 /). Quando n fosse impari , allora non potranno le equazioni forai succedere ebe solo io 
questo ordine (/) e (3/). 
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Oislinte a qaealo modo UiUc quante le radici primitive di ciascuna ei|ttazioae procedente dalla pro- 
posta (n) , resterà in ultimo da registrare ancora le medesime in ordine di loro grandeaza ; ciò che si 
farà allora in altre tavole pure avanti preparale a quest' uso , e della forma di quelle che ai vedono 
al fine della presente Memoria. 

Trattiamo per completo alcuni esempj di queste operazioni; limitandoci perù a numeri p non molto grandi, 
onde non impegnarci in troppa lunghezza di calcoli , che non favorirebbe niente più il nostro scopo. 


N.» 89. — 

Addurrò quattro esempj; 

il primo per il modulo p 

= 53 , del quale ^4 = 2 è una radice 

primitiva 

: il 

secondo per il modulo p = 

= 61 , del quale .4 = 10 

è una radice primitiva ; il terzo per il 

modulo p 

= 67, del quale .4 = 3 è pure una radice primitiva; 

ed il quarto in6ne per il modulo j>=7l, 

rispetto al quale /( = (0 è una radice 

primitiva dell' equazione 

9**'* dell' eq. (35) di grado 

impari. Ecco 

i quadri di tulli i calcoli relativi a questi esempj. 


t" reato 

2. 

153 4® testo 

10.0 |6i 


V 

4. 

2® 

, . 39.0 0163 


s® 

8. 

3“ 

, . . 2 4.0 


à» 

16. 

. 

....5 7.0 , 9 


a* 

32. 

5**, 

21.0 , 3 


— 

64 

, 1 6» 2 7.0 , i 


6« 

11. 


7» 2 6.0 . i 


7« 

22. 


8» 1 6.0 , » 



44. 


9» 3 8.0 , ( 

i 

— 

88 

, 1 

to» 1 4.0 , 

2 

9» 

35. 


11» 1 8.0 

. » 

— 

70 

, * 

I»» 5 8.0 

. » 

10» 

17. 


15» 3 1.0 , 5 

Il» 

54. 


14S15® . .. 

. 5.0.0 , 0 8 


68 

, 1 

16®. . 

. . 1 2.0 , 1 

1*» 

15. 


17' 

■ 59.0 , 9 

15» 

30. 


18».... 4 1.0 , 6 

— 

60 

, « 


19» 4 4.0 , 7 

li» 

7. 



SO». ... 1 3.0 , S 

15» 

14. 



il» 8.0 , 1 

16» 

28. 



SS» 1 9.0 , 5 

— 

56 

, 1 


S3» 7.0 , 1 

47» 

3. 

4i» 4.>. 

|53 

SI» 9.0 , 1 

18» 

6. 

— 86 

, • 

SS» 2 9.0 , 4 

19» 

12. 

»» 33. 


SO». ... 4 6.0 , 7 

ao» 

24. 

— 66 

. ‘ 

S7» 3 3.0 , 5 

ai® 

48. 

*i« 13. 


S8». . . . 2 5.0 , 4 

— 

96 

, 1 a*» 26. 


S»»,S0». . . 6.0. , 0 

»»• 

43. 

52. 






f V', la continuasitme dei Calcoli mila tatfola c4e seyue} 
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rexio 3. 

167 

i* 

4. 


*• 

8. 


4* 

16. 


5« 



«• 

. ... 64. 



—138 

, i 

7" 

....61. 



—133 

. ' 

M" 

. ... 55. 



—110 

9 ^ 

9* 

43. 



— 80 

, ì 

10» 

....19. 



. ... 38. 



— 76 

, 4 

4r . 

9. 


15“ . 

,...18. 


U* . 

, ... 36. 
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Non abbisognaDo altre apirgaaiooi iu proposito , esseodo ogni cosa per se chiara abbastanza , dopo quanto 
si è detto di sopra io generale. Ordinando poi tutte queste radici primitive così distinte secondo la loro 
erescenle grandezza , si avranno precisamente quelle che si sono riportate nelle tavole annesse alla pre- 
sente Memoria, sotto l'indicazione dei medesimi moduli p=S5, Ct , (>7, 71. In un modo analogo sono 
state da me calcolate tutte le altre componenti queste tavole , e di cui conservo i quadri completi dei 
calcoli eseguiti. 

K.° 90. — Crcdtendo i numeri p molto al disopra del 100, si può incontrare spesse volte della pena 
e della diOicollò tino anche nello scegliere accuratamente da principio tutti i numeri primi e inferiori ai 
gradi di ciascuna equazione, e in particolare al grado massimo p— I. Ur a tal line sarchile utile che si 
avesse alle mani una tavola dei numeri successivi , da I lino ad un limile superiore a p , dove accanto 
a ciascun di questi numeri fossero scritti i varj loro fattori semplici. Questa tavola , che cia.scuno si può 
formare ùcilmenle da se , e con poca fatica , servirebbe allora per tulli i numeri primi p, che non ecee- 
dessero i suoi limiti; una che ne ho redatto per mio uso, si estende fino al numero 3120, con possihi- 
lilò di prolungarla quando che sia, occorrendomene il bisogno. Ma però si può indicare un mcloilo più 
pronto per la pratica , onde procurarsi direttamente tulli quanti i numeri che si vogliono primi e in/é- 
n'ori a p — I, come a qualsiasi altro numero A'. 

Posto ad es. il numero p — 1 = n.V, dove M possa ancora es.sere divinibite per o, ovvero M primo con a, no- 
tando questo a un fattore semplice di p — I ; si cerchino solo tutti i numeri primi e inferiori ad M, che 
siano ad esempio, 1, e, e', e",...., .V — t. Sommando ciascuno di questi con ciascuno dei multipli successivi 

di .V, da 0.1/ fino ad (o — l).tf, cioè con O.V, l.lf, 2.V, 3.1/, (a — 1).V, si avrà cosi una serie di 

numeri tulli inferiori a p — 1 , e ;>rfrai ad M ; i quali saranno a un tempo tulli quelli dimandati primi 
e inferiori a p — 1, ogniqualvolta a divida ,V; ma, quando n fosse primo con M, si avranno invece 
questi dimandati nei soli numeri che rimangano , dopo soppressi in detta serie tutti i multipli semplici 

di a, die sarebbero la, e a, e'a, e"a , (,tf — l)a. Questo metodo semplicissimo è in lutto fondalo 

sulle considerazioni svolte al n.* 20 (*). 


(*) Su quesU faciliU dì ottenere Intti gli ìnlieri primi e inferiori ati un numero dato qualunque» ai può fondare un metodo per 
formare una tavola dei soli numeri primi tutolutì. 

Propongasi di volere questa tavola calcM fino al limile 2 .3. 5. 7 ss 210. Avendo già dìslioti i nonirri primi e inferiori al 30= 2.3.3 
che sono 1 , 7 , 11 » 43, 17, 19,23 ,29, se questi ai adduionano successivamente con ciascuno dei multipli 0,30,60,00,120,130,180, 
del numero 30 per i numeri 0, 1 ,2 ,3,i, 3,6 inferiort al 7; e che dalla aerie delle varie soamie ottenute si sopprimanoi prodotti 
degli steasi otto numeri per 7^ si ha così la serie dei soli numeri primi o inferiori al 210. In questa serie compariranno alcuni 
numeri, i quali, non contcìietulo più i fattori semplici 2, 3 ,3,7 , ammetteranno però i fattori primi superiori al7, cio& 11 , 13, 17 , ecc.; 
e son questi numeri, che ancora fari d’ uopo sopprimere, per avere nei soli rimanenti tutti i nuaieri primi tutoitàd al di sotto dei 210, 
tranne quelli componenti questo limile. Affine di scoprire in un modo sicuro tali numeri, si ^rede come segue. Eslratla la radice 
quadrala dal 210, si trova la sua parte intiera uguale a 14 ; onde Ì quadrati I l*c=sl9i ,e 13 a» 169 saranno gii due dei numeri » 
sopprimersi. La radice cubica del 210 essendo ìnreriore al 6, e quindi inferiore al 7, non vi saranno perem cubi da sopprimere di 
numeri primi superiori al 7, nella serie in discorso. Diviso il 210 separalamrnle per 11, e }«r 13<C14, si hanno i qaoaienli 
rispettivi 19, e 16 , trascurali i resti : onde i prodotti 11.13=3143, 11.17b 187, 11. 10« 209 saranno tre altri numeri, ed i soli che 
ancora rimangano a sopprimersi. Pertanto preparati così questi cinque numeri 121, 143, 169, 187, 209, che non sono primi i« se. 
benché prìnd col 210 ; e pure preparati i prodotti 7, 49, 77, 91 , 119, 133, IGt , 203 del numero 7 per cìascuuo di quelli primi e 
inferiori al 30, ì quali, benché primi col 30, non sono primi col 210; se, nell’atto della formaaione delle predette somme, si 
omettano dì scrivere i medesimi ; si verri allora lutto di seguito a registrare la serie dei soli Rumeri' primi asiotuti inferiori al 210 : 
ai quali tuttavia saranno da aggiungersi i fattori semplici 2, 3, 3, 7 di questo limite. L’opcrasione pratica sì viene ancora a scnqdi' 
iteare di multo, se, invece di aggiungere ad ogni volta a ciascun multiplo dd 30 ciascuno degli otto numeri 1,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 
non si fa che aggiungere il solo primo termine 1 , e poi successivamente ad ogni numero già formalo ognuno degli intervaUi cor* 

it 


Digitized by Google 



90 


l-'arù ancora on'avvcrlciiza. CompiuUi già la serie delle poterne di A nei limiti dovuti, innanzi di pas- 
sare a registrare alcuno degli ollemili resti , converrà prepararsi per intiero le tavole destinate a riceverli, 
scrivendo da prima in esse tutti i numeri ^ , ed i prodotti Af , relativi a tutte le equazioni marcate dai 
diversi divisori di p — 1, e in generale del grado n dell'equazione proposta, alla quale A appartiene: 
quindi si procederà j3 scrivervi di fronte gli avuti reati corrispondenti ai detti numeri Kq; ed infine si pren- 
dcraimo tutti di seguito i loro complementi al modulo p. 

Parte Seconda. 


91. — Il mclndo indicato da PotvsoT , per ottenere direttamente le radici primitive d' un numero 
primo qualunque , riposa lutto sulla seguente osservazione. 

Kssendo ’ì, a, b, e, i fattori semplici del numero p — f, le radici primitive del numero primo p 

non potranno essere , rispetto a p , residui di potenze esatte di alcuno dei gradi a, b, e : poiché tali 

I) — I p — f p — 1 p- — t 

residui , elevali tutto al più alle potenze marcale dai gradi . , — ; — , donerebbero l’unità 

Soie 

per resto; mentre le vere radici primitive del modulo p non devono fornire questo resto I , se non solo 
qtiamio si trovino elevate alla potenza di gnido p — 1. Per es. se fosse 6 residuo di a”, e cioè si avesse. 


rcnli Oalt’uno all'altro di questi ulto nunteri; ì quali liitrrvatti Sono: 5, i, S, 4, 3, 4, 5. Di tal maniera si ha immcdialametile la 
serie .1,(3, 3, S, 7), li, tS, 17,19, 33,39; 31. 37,41, 43, 47,— , 33, 39; 61,37,71,73,— , 79, 83, 89; -,97,101,103,107,109, 
113,-; -,137, 131,-, 137, 139, -, 149, 131, 157, -, 163, 107, -, 173, 179; 181,-, 191, 193, 197,199,— ,-; di tolU i ««- 

meri primi auo/iUi ni di sotto del !2I0. In questo processo, quando coll’ addizione di kao degli indicati inlervatUf ai viene a cadere 
sopra alcuno dei numeri designali a sopprìmersi; questo omettendosi allora di scrivere» si aggiungerà però tale intervatio iosienie 
col suo successivo all’ ultimo numero registralo » onde (ormare il seguente della serie : se pure non si ritiene a memoria il numero 
che si è soppresso. Analogamente si operi , qualora due o più numeri consecutivi venissero a mancare. 

Sviluppiamo ancora il metodo, nel caso che vogliasi la serie dei soli nunticrt prùniaiso/»A' fino al limile i. 5.5. 7. Ue-> SIO. I4=S5I0. 

Per iormare da prima la serie di tallì I numeri primi e inferiiMi al S5I0 , bisognerebbe addìiionare ciascuno dei 40 nuneri primi • 
e inferiori al SIO (che sono i precedenti 9t$olnU , soppressi i numerì % 3, 5, 7, e rimessi i numeri 121, 143» 109, IS7, 209), 
con ciascuno dei multipli di questo 210 per I numerì 0, I» 2» 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, IO inferiori all’ Il (le quali somme si ottengono re* 
golarmente col metodo degli iHiervatfi sopra iotlieato), e sopprimere a un tempo i prodotti degli stessi 48 numerì (ter il nuovo fai* 
ture H, che si preparino a tal uopo. Ma pure conventi prepararsi anlicipilameate tutti i nuovi numeri contposli dei faltorì prioii 
sufteriori all’ll, che nascono da tati somme; affin di convenire o ridurre immediatamente la serie di queste a non contenere più 
ebe i ardi MU/acri primi assoluti inferiori al 2310, nell’atto stesso cIh: sì procede a valcolame e registrarne tutti i lenDÌni; ai quali 
li aggiungcranito poi l fattori semplici 2, 3, 3, 7, Il dì questo lìmite. 

Per ciò fare , si trovi la (Mrìe intiera della radice quadrala di 2310, la quale è 48; e pure la parie intiera di sua radice cubica , 
la quale è 13: quindi si ottengano le parti intiere dei quozienti detto stesso 2310 diviso separatamente per i numeri primi 13, 17, 

19, 23, 29, 31, 37, 41» 43» Ò7<^48; le quali sono rì>pcUivamenle 177, 135, 121, 100, 79» 74, 62, 56, 53, 49, Allora i nuovi nu- 
meri a calcolarsi saranno tosto definiti come segue: I.* i prodotti del 13 combinato con se stesso, e con ciascuno dei seguenti nu* 
mcn primi assoluti fino ai 173 inclusivo, ciò che fornisce 55 numeri; 2.* I prodotti del 17 combinalo con se stesso, e eoi se- 
guenti numeri primi fino al 131 inclusivo , ciò che fornisce 26 numeri; 3.” i prodotti del 19 combinato con se stesso, o eoi seguenti 
numeri primi fino al 113 inclusivo, ciò che fornisce 23 numeri; 4.*, 5*, 6.*, 7.% 8.% 9.% 10.*, i prodotti del 23, de) 29, del 31, 
del 37, del 41, del 43, del 47, combinali ciascuno con se stesso , e coi su(>erìorÌ numeri primi, fino ai limili ris(>ettÌTi 97, 70, 73, 

61, 33. 53, 47; ciò che fornisce corrispondentemente 17 numeri, 13 numeri, Il numeri, 7 numeri, 4 numerì, 3 numeri, I nu- 
mero ; infine 11.* il cubo del solo numero 13 , ciò che dona pure 4 nnovo numero da sopprimersi. Dunque tali numeri da cal- 
rniarsi sono in tutto 354-26-t-23-i-l7-i-l3-)-ll-|-74-4-4'3-l-l+l+ gli sopradelti 48, vale a dire 189 numeri ; i quali poscia sop(>ri- 
mennnosi di mano in mano che si airivi ad essi, nel comporre le indicate somnve, la di cui molliludinc sarebbe 48.lls:528. 

Di qui segue che rimarranno 528 — 189 ossia 339 somnve, le quali saranno numrri primi assoluti; e a quesli aggiungendo i cinque 
fattori semplici 2, 3, 3» 7, Il de) 2310, rì ha cosi un lolaie di 344 niuweri primi assoluti a) di sotto di questo limite medesimo. 
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rUpeUoap,la relazione $ = a*, ne succetlerebbe la polcoza C * oade non potrebbe esser t 

una radice primitiva di p. In altro modo si può venire a questa couelusìone. Notando r nua qualunque 
radice primitiva di p , ai avrebbe sempre il numero a equivalente a qualclie potenza di r, per es. a = r : 
quindi, supponendosi un numero C=a*, ne verrebbe a un tempo questo e = r e cioè ( equivalente ad 
una potenza di r di grado am non-prìmo con p — 1; per cui non sarebbe mai esso C una radice primitiva di p , 


compagna della sup|>osta 
m fosse }>rimn con p — 


r. Tutto al più potrebbe riuscire ? una radice primitiva dcH'eq. , quaiulo 

I ; e in generale sareblx! « = rati. prhn. dell' eq. • ‘1'’''^ * rappresenti il 


più gran coniuii divisore fra m e , e cosi oo sia il più gran comun divisore fra ani e /t— 1. 

Dietro questo principio , ecco la regola che ne deduce Poissor , |>er ottenere diretlammle le radici |>ri- 
mitive di p: 

• Dalla serie dei numeri 1,2, 3 ,p — 1 , escludete tutti quelli che sieno , rispetto a p, retiilni di 

» potenze esatte dai gradi 2, a, b, e, (fattori Mcmplin di p — l): avrete allora nei rimanenti numeri 

« tutte ad un tempo le radici primitive dimandate del modulo p. « 

Cosi se p = 61 , riuscendo p — 1 = 60 = 2*. 3 . b , onde avere le radici primitive di questo numero 61, . 
si dovranno escludere dalla serie 1,2, 3, ,60, lutti quei numeri, che fossero rendili di qiuuirati 


Beocbi Uborioso pont tpptrire qoe*to metodo, pare sarebbe nel eomplesso «Iqoanto più spedilo di quello conosciuto sotto il 
nooM di Vaglio di Eiutostbis, dal quale inoltre difTerisce poco nella sostanza. E giova avvertire come il limile testé adottalo :K10 
non sarebbe esclusivo per il caso proposto: potrebbe indifferenUmente surrogarsi questo limile S3i0 con altro qualunque dì lui mi* 
nore, per es. 1000, odi lui maggiore^ per es. 10000, estendendo allora il calcolo dei numeri a sopprimersi solo fino a quel limile 
voluto, sul qoaie si operi da principio come sul numero 3310 testi considerato. 

Ma in altro modo può ancora procedersi io queste ricerche, ebe presenta il vantaggio di un minor nun>ero di prodotti da calco* 
lare, e da soppriiikere poi nella serie delle oUenule somme: questo modo oonsiste nello scegliere od ogni volta per nuovo limite iin 
numero , nel quale figuri un qualche fattore ripetuto, per es. il 210.7 sl470, ovvero il 210 .5» 1030. 

Supponiamo che prccisamcnie vogliasi la serie dei nNONTi primi auoluti fino a questo limile 1030^^9 .210. Addizionando i 4H 
numeri primi e inferiori al 210, con ciascuno dei multipli 0. 210, 420, 630. H40, dì tale 210 per i numeri 0, 1, 2, 3, 4 inferiori 
al K ; le formate somme saranno già tutte egualmente numeri primi e inferiori al 1090, pen liè qui il littore S divide l’altro fat- 
tore 210. In conscgueiifa arranoosi risparmiali 48 prodotti da calcolare, e da soppriotere; per eui la queatione sì ridurrà si soli nit> 
meri composti dai fatUM*! primi superiori al 7 , fra loro combinati in tulli quei mudi , nei quali riescano a dare prodotti inferiuri 
al lOSO. Ora essendo 32 la radice quadrala , e 10 la radico cubica di questo ICKiO; e i quozienti dello stesso lOhO per i numeri 1 1 , 
13. 17. 19, 23, 29, 31<^32 essendo rispettivamente 95, 80, 61, 55, iS, 36, 33; saranno così da fornirsi i soli prodotti dell’ 1 1 
per se stesso, e per i seguenti numeri primi fino all’HO, ciò che fornisce 20 numeri; i prodotti del 15 per se stesso, e per i vguentì 
lusmsri prinM' fino al 79, ciò die fornisce 17 numeri ; e così i prodotti del 17, del 10, del 23, del 29, del 31 , ciascuno per so siesso, e per 
i superiori numeri primi rispeUivsmente fino al 61, al 53, al 43, al 51, e dì nuovo al 31, il die fornisce altri 12 numeri, 9 numeri. 
6 numeri, 2 numeri, ed 1 numero. Dunque si avranno in totale soli 20-1-17-^124 9+6+2-1-1 cioè 67 numeri da calcolare e da 
sopprimere, di mano in mano che si arrivi ad essi, nell’alto medesimo di registrare le indicalo somme. It numero di queste essendo 
48 . 5 = 240 , cosi, toltovi 67, ed aggiunto 4 (numero dei fattori semplici 2, 3, 9, 7 del 1050), ai ha un totale di 177 nuinrrt' primi 
oiio/uti inferiori al limito in discorso 1050 medesimo. 

É da notare però dia adoltaodo un /i«ìte, nel quale figuri un qualebe Ultore ripetuto, come nell’esempio testé Irallalo; se da 
una parte si risparmiano dei prodotti da calcolare e da sopprimere, per avere da principio la serie di lutti j numeri primi e inferiori 
al detto lìmite; dairaltra parte crescerebbe poi il numero dei |M'odoUi da calcolare, per rblurrc a:icora questa serie a quella dei 
soli numeri primi atsoiuti; atteso la mimcansa di un nuovo fattore primo nello stesso limite fissato, il clic obbligherà cosi a formare 
ì prodotti di naso con Intti f mmers primi' superiori. 
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fxatli , di cM , c di r/uinle imtenze d' allri numeri della stessa serie. E a tal due si dovranno da prima 
elevare al quadralo Indi questi numeri (o solo la melà di essi , come osserva Pnissor), ed escludere già 
i 50 rendut che vi corrìs|K>udono ; quindi dei 50 numeri die rimangono (o solo di 10 di essi, scelti 
ili modo che seguano una stessa ragione geometrica , a dei multipli di p pre.sso) formare i rubi, ed 
l'sieudere pure i 10 residui da questi otieonli; inline dei !i0 numeri ancora rimanenti (o solo di i di essi , 
scelti in modo analoga all'ora dello) formare le quinte poterne, e cancellare parimente i residui loro, 
ris|ielln al modula Gl, (ìli ulliini 16 numeri cosi rimas.i sarebbero le 16 radici primitive del numera dato 61. 

(Ira il procf>s.sa di tutto questo calcolo, già laborioso |ier questo esempio, come lo si conosce pur tale 
per quello di p = 5l , addotto e sviluppato da Poissor, diverrebbe ognora più lungo e malagevole in 
pratica , per poco che aumentasse il valore del modulo p assegnato. Il pregio principale di questo inelodo 
consiste nell' essere il medesimo uu metodo diretto c generale per siffatte ricerche : ma non si potrebbe 
già dire il più semplire per la pratica. Es.so risponde pure perfettamente all'idea cmc.ssa da Poissot, del 
limi potersi cercare separatamente alcuna delle radici primitive di p, senza incontrare insieme tutte le 
altre , godendo esse in rnmiiiic di proprietà affatto analoghe e somiglianti. Ora una tale idea può forse 
subire una maggiore generalizzazione , venemlo a dire più decisamente che la determinazione di una ra- 
dice primitiva del modulo p, ossia dell' cq. fp — I), è sempre intimaincnle collegala colla determinazione 
delle varie radici primitive di tutte quante le equazioni rapportate allo stesso modulo p. Per avventura 
.viene in qualche modo a rispondere a questa idea il metodo che svilupperò qui appresso, dove farò di- 
pendere spes.se volte la ricerca d' una radice primitiva di p, dalla cognizione già presa di tutte le radici 
primitive di qualcuna delle ecpiazioni inferiori , di gradi sumultipli di p — 1. 

ÌS.* 9j. — È fier tentativi ch'io risolvo in generale il problema, di cui si tratta; ma questi ridotti, 
io credo , al massimo grado di semplicità , c pure al minor numero possibile , anche per i casi più com- 
plessi ; lo scopo che mi propongo principalmente è dP trovare una sola , c di più la più piecola di tutte 
le ridici primitive d' ogni numero primo assegnato. 

Prendo a tal fine un numero A a piacere, in generale il , il 5, ovvero il IO; ed esperimento 

anzi tutto se questo soddisfaccia alla condizione voluta di A' la prima volta , per concluderne se sia , 

o no , .1 una radice primitiva di p. Ma ciò che importa sommamente qui di osservare si i che non abbi- 
sognerà a tal uopo di formarsi addirittura la serie completa delle potenze eiweessive di .1 , tino a trovar 
quella che doai la prima volta il resto I rispi-tto a p; basterà invece di elevare solo A alle potenze 
marcale da tulli i divisori semplici e composti del numero p — 1 ; poiché è certo che se non avvenga la 
/n-ima volta il fallo di /!'' '= I , un simile risultalo non potrà aversi per allri esponenti , che non siano 
divisori di p— 1. Vediamone subito ipialehe esempio; e poi diremo come regolarsi nei casi più sfavore- 
voli , in cui non si trovi .1 radice primitiva di p, ma .solo di qualche e<|uaziuDe inferiore. 

Esempio I. Sia dato il numero p= 181, e proviamo se A=‘i sia una sua radice primitiva. 

Il numero p — 1 = 180= 2*. 3^. 5 ammette i seguenti divisori : 1,2, 5, 4, !f, 6, 9, 10, 12, 15, 
18, 20, 30, 56, 45, 60, 90, 180. Quindi si hanno le potenze del 2 marcale da questi divisori, e 
ridotte, a misura che sì formano, al di sotto del modulo 181, come segue: 2* = 2, 2*=4, 2*=8, 2^ = 16, 
2* = 52, 2"=64, 2’ = 512= 150, 2“' = 300 = 119, 2'' = 476=I14, 2‘* = 9I2=7 , 2*’* = 56, 
2*’=224=43 . 2"=7'=49, 2“=49. 64 = 3150 = 59, 2 “= 7'=343 = 162, 2“ = 162 . 7 
= 1134 = 48, 2^=48,49 = 2352=180=181 — l,onde 2'*=+l; e per conseguenza il 2 radice 
primitiva del numero 181. ,\llo stesso modo si proverebbe pure essere il 10 un'altra radice primitiva 
di questo numero. Vedesi già da questo esempio, come non sia poi mollo laborioso questo calcolo di esperi- 
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meato, fosse anehe H medesimo per riuscire iDseao. PraNeato è da noUrsi come si arrebbo ad aa tempo 
a queste modo ima radice primitiva di ciascuna equazione rapportala al modulo assegnate. Per es. sa- 
rebbe i3 = rod. prini. dell'eq. (9); sarebbe il 7 = rad. prim. ‘****'^1' 

ossia dell'eq. (13) ; e così delle altre. 

Operando in modo analogo, si troverebbe pure che il 3 è una radice primitiva del modulo 311 ad 
esempio; che non riuscendo tale il 3 per i moduli 137, e (Ì5I , sarebbe invece il 3 una radice primi- 
tiva si del 137, che del 631, ecc. Vediamo adesso un altro esempio d' un genere equivalente. 


Stempio II. — < Trovare una radice primitiva del numero primo 339. • 

I divisori del numero 338 = 3.7.17 sono qui I , 3, 7, H, 17, 34, 119, 338; e provando 
.1=3, si ottengono i risultati seguenti: 3' = 3, 3* = i, 3=138, 3**= 138*= 16384 = 133 , 
3"= 133.8= 1033= 100, 3“ = 100‘= 10000 = 301 , 3"*= 100’= (IO*) ’= l’= 1 ; onde solo 
il 3 = rad. prim. dell' eq.(l 19). Ma però, all'oggetto di calcolare tette le radici primitive si del- 
l' cq. (338), che delle equazioni inferiori , sarà ben suOicieute questo risultato del 3 = rad. prim. del- 
l'eq. (119) di grado impari; per cui dovrà considerarsi il problema come pienamente risoluto. Del resto 
sarebbe poi il complemento 339 — 3 = 337 = rad. prim. dell'eq. (338): ma sarebbe ora questa la più 
grande, e non converrebbe punto ad assumerla per tate, nello scopo di derivarne tutte le altre. Si 
avrebbe pure in questo esempio uua radice primitiva d'ogni equazione procedente dalla (119); e, quindi, 
nei presi complementi , una radice primitiva d' ogni altra equazione procedente dalla (338). 

Allo stesso modo si proverebbe essere il 3 = rad. prim. dell'eq. (135) rispetto al modulo 371. 

Farò a questo punto un'osservazione generale, c si ò : che possono riguardarsi come tutte cognite 

a priori le radici primitive d'ogni modulo p, ogniqualvolta sia un altro numero , non che impari. 


ma jnimo asmiuia esso medesimo. Poiché allora, escluse le equazioni di l.° e di 3.° grado, non 
scado iMssibili altre equazioni che le due sole dai gradi p— 1, c — ; se un numero a. non sia 


es- 

ra- 


dice primitiva dell' una di queste, lo sarà certamente dell’altra equazione; e cosi il eomplenieolo p — > 
sarebbe una radice primitiva di quella di cui non lo è a. Pertanto in questi casi, preso addirittura il 3, 
ovvero il 10, c formata la serie delle potenze di una di queste basi, si avranno con tetta sicurezza dal 
calcolo compialo tutte le radici primitive dimandate, parte diretlamenle , e parte nei loro presi comple- 
menti. Sono di questo genere i numeri primi 7 , 11, 33 , 47 , 59 , 83 , 107 , ecc. 

N.v 93. — Supponiamo ora che la base .1 noti risulti una radice primitiva del modulo p, e nè anche 


dell'eq. 



, quando sia il grailo di que.sta un numero im/iari: ma che solo si trovi invece la potenza 


,r= I , dove sia ii un divisore di p— 1 , ben di lui più piccolo. Da prima avvertirò che se la moltitu- 
dine del divisori del numero p — I non sia molto grande, converrebbe procedere diretUimente a speri- 
mentare altre basi, provando per esempio, dopo il 3 , la base .1 = 3, = 4, ecc. fino ad d = 10; poi- 
ché ben di rado avverrà che non si trovi una radice primitiva di p fra questi primi nove numeri ; e poi, quando 
anche tutte queste prove riuscissero invano , non molte laborioso ne sarebbe il calcolo , comparato sempre 
a quello , che dovrebbe compirsi , secondo il metodo di Poissov. Ma se la mollitudioe dei divisori di 
p — 1 fosse molto grande , allora divenendo certo faticosa questa operazione , sarà utile perciò di cercare 
a valersi io qualche modo dei calcali già fatti , affine di ridurre al meno possibile quelli ancora da farsi 
nei successivi esperimeuti , a cui di nuovo si proceda. Ecco il metodo generale da seguirsi io questi casi. 
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Arendo trovilo I /« pnuu volta, e cosi A = rati. prim. dell'eq. (n), si cominei«ri di questa 
base A a dedurre tulle le altre radici primitive dcU'oq. (n), cbe si potrà riguardare come nn'eqiuuioue 
ridotta delta proposta (p — 1). Dicendo B una qualunque di queste radici primitive cognite deH'cq. (n); 
e continuando a notare per A ogni nuova base che si voglia ulteriormente assoggettare alla prova ; ba- 
sterà allora di limitare il calcolo alle sole potenze di .l marcate dai soli divisori del numero - — ^=:A.' 

n 

poiché , onde possa aversi = 1 la prima volta , sarà beo necessario che si riduca la jirima volta 
la potenza A =B = nna tjmlche radice primitiva dell'eq. (n). Infatti quando si abbia la prima 

volta, ne seguirà allora pure la potenza A = ff la prima volta: ma si ha la prima volta //' = !, nella 
serie delle potenze successive di B; dunque vedesi che si avrà veramente la prima volta il fatto di 
=B“= 1 , nella .serie delle potenze successive di A. Però potrà aversi una potenza di .1 

equivalente a B , prima di arrivare alla potenza di grado A : ma in tal caso il suo grado k non potrà 

mancare di essere un divisore dell' A medesimo. Infatti se trovisi Al =-B la prima volta, essendo k<h, 
si avrebbe pure A =B"=I la prima volta; onde A = rad. prim. dell'eq. (*iA): quindi il suo gradoni 

dovrà essere un divisore di p — 1 ossia di »iA; per cui si richiede che k sia un divisore di A. In conse- 

guenza non dovrà estendersi il caleolo delle potenze di .4, che a sole quelle marcate dai divisori di A. 
Se poi non trovisi alcuna potenza .■(*, e neppure la potenza A^ equivalente a B, ciò sarà indizio allora 
dell'essere .4 una radice primitiva d' un'equazione , il coi grado m non sarebbe altrimenti un multiplo 
di n : ma potrebbe intanto essere questo grado m maggiore o minore di Si. 

Ora i divisori del numero A essendo in generale bene in minor numero di quelli di p — 1, riuscirà più 

agevole per ciò il tentare successivamente varj esperimenti sopra diversi numeri .4 , lino a trovarne uno 

che soddisfaccia alla voluta condizione .4 —R la prima volta. Però occorrendo a questo uso di doversi da 
prima calcolare tutte le radici primitive dell'eq. (n), dietro la sua cognita radice primitiva già avvertita; 
vedesi che si avn'i io ciò tanto più vantaggio , quanto fosse più piccolo il suo grado n : ma allora cre- 
scendo per altra parte il numera dei divisori dell' A, il maggior vantaggio si avrà in conseguenza nel 

caso , in cui non risultasse n né troppo grande né troppo piccolo rispetto ad A , c per es. prossimamente 
intorno al valore della radice quadrala di p — 1. Si potrà sempre ridurre la questione a questo punto, quando riu- 
scisse da principio n mollo grande; poiché dal calcolo blto, insieme ad una radice primitiva ilell'eq. (n), si 
avrebbe pure ad un tempo una radice primitiva di ciastmn' altra equazione di grado inferiore e sumultiplo di n. 

ÌVoten'i infine come soventi volle i teoremi trattati nella sessione il.* del Capo II possano venire in 
aiuto in queste ricerche; afiìo di comporre direttamente una qualche radice primitiva d' un'equazione su- 
periore , dalle radici primitive che già fossero cognite di varie equazioni di gradi molto piccoli rispetto 
a p — I. Ma non mi tratterrò in esempj di questo genere; bastando quasi sempre a raggiungere lo scopo 
desideralo il processo esposto qui innanzi, che è il più semplice per tutti i casi. 

Doniamo una serie di esempj , a maggiore .schiarimento del metodo indicalo. 

>'.« 94. — Esempio /. ■ Trovare una radice primitiva del numero primo Ii27. ■ 

I divisori del 13li sono questi: 1,3,3,6,7,9,14, 18, 31, 43, 63 , 136. Nella prova del 3, 
si trova subita, alla 7.* potenza, il risultato 3=138=1; per cui solo il 3 = rad. prim. dell'eq. (7), 
rispetto al modulo 137. Quindi le potenze del 3 fino alla 6.* iuelusivamente , cioè i numeri 3, 4, 8, 
16, 33, 64, sono tutte le radici primitive dell'eq. (7); da rliè il grado di questa è un Numero primo 
136 

of.wlulo. Il quoziente -y-=18=;A ammette per 


suoi divisori i numeri 1 , 3, 3, 6, 9, 18. 
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Or provsniio il 3, si trova: 3'=3, 3*=9, 5’=27 , 3*=729 = 9i, 5*= 9* . 27 = 2538 =r 123 , 
3'*= 12b*=(127 — 2)*=2’=t = rflrf. prim. dcll’eq. (7) ; dunque il 3z=riui. prim. dell' oq. (126), os- 
sia del modulo dato 127. 

Se si fosse provato il 3 direttamente , si sarelilic pervenuti , e enn poca fatica , alla stessa conclusione. 
In questo calcolo si inconlrano le potenze 3*"= 108 , e 3**= 107, numeri molto prossimi al modulo 127; 
quindi si avrebbe la potenza 3*^=3*'. 3 *= 108 . 107. Ora tutte le volte che occorrano di simili casi, in 
cui si abbiano da nioliiplirarc insieme due numeri “ e S molto prossimi al modulo p, si otterrà più age- 
volmente il risultato dell' operazione , sostituendo a tali numeri i loro complementi p — a, e p — d; perché, 
senipn: sarebbe (p — aXf’ — > soppressi i multipli di p : dunque si otterrà , nel presente caso , 
3“= 108. 107 = (127— 19). (127— 20) = -1-19.20 = 380 =120; donde si conchiudereblte poi 
3'*’= 126*=(127 — 1)*= 1, e cosi il 3 = rad. prim, dell'eq. (126). 

N.'’ 95. — Esempio II. • Trovare una radice primitiva del modulo primo 151. > 

1 divi.sori del 150 sono: 1 , 2 , 3 , 5 , C , 10 , 15 , 25 , 30 , 50 , 75 , 150. Provando il 2 , si trova: 
2 = 2, 2‘=4, 2"=8, 2’‘=32, 2“=64, 2'"= 32*= 1024 = 1 18 , 2'*= 118 . 52 = 3776 = 1 ; 
onde solamente il 2 = rad. prim. dell'eq. (15). I numeri primi e inferiori al 15 essendo 1 , 2 , 4 , 7 , 
8 , 11, 13, 14, le potenze del 2 di questi gradi, le quali si riducono rispeuivamente ai numeri 2, 4, 16 
128, 105, 85, 38, 76, .saranno cosi tutte le otto radici primitive dell'attuale cq. (15), ris|K>tto al mo- 


dula 151. Il quoziente ^^=10 non ha d'altri divisori che i numeri I , 2, 5, 10. 
15 


Provando il 3 , 


si trova: 3*= 3, 3* = 9, 3*=245 = 92, 3*"= 92*= 8464 = 8 , delle quali potenze nessuna è radice 
primitiva dell'eq. (15); onde il 3 non sarà una radice primitiva di alcuna equazione di grado multiplo 

di 15. DilTatti sarebbe il risultato 3"*= 8 = 2*= rad. pnni. dell'eq. ossia dell' eq. (5) ; onde 

segue il 3= rad. ]n-fnt. dell' eq. (50). Il 4 appartenendo già all'eq. (15), non vale più di assoggettarlo 
alla prova. Proviamo invece il 5 ; si trova: 5* = 5, 5*=25 , b°=312b= 105 = rad. prim. del- 
l'e(|.(15); onde il H = rad. pnm. dell'eq. (75). E ciò ben ci basterebbe al presente, giacché 75 è un 
numero impari : ma se si va ancora a provare della stessa maniera i numeri 6 , 7 , si troverebbe que- 
sti essere radici primitive dell' eq. ( 1 50) , ossia del modulo dato 151. 

Dopo il 2 , cmI anche dopo il 3 , il numero che conveircfabe subito di sotlooMUere alla prova sarebbe 
il 10, come quello le di cui potenze successive sono le più facili a calcolarsi. Or nella prova di questa 
10 si ottiene: I0'=l0, 10*= 100, lo' = 100000 = 38 = rad. prim. dell' eq. ( 1 5) ; per cui pure 
si conchiude essere il 10 = rad. prim. dell'eq. (75) ; e sarebbe questa base 10 quella da preferirsi nel 
presente ca.su, per il calcolo di tutte le radici volute delle varie equazioni rapportate al modulo 151. 

96. — Eseiupio III. « Trovare una radice primitiva del modulo primo 631. • 

I divisori del 630 sono qui : I , 2 , 3, 5 , 6 , 7 , 9 , 10 , 14 , 15 , 18 , 21 , 30 , 35 , 42 , 45 , 63 , 
70, 90, 105, 126, 210, 315, 630. Provando il 2, si trova: 2, 4, 8, 32, 64 , 128, 512 per le 
potenze dei primi sette gradi indicati; quindi 2*“= 1024 = .393 , 2** = 128*= 16384 = 609, 
2'*'= 1218 = 587 , 2'"= 587.8 = 3160 = 279, 2*' = 279 . 8 = 2232 = 339 , 2*' = 339.512 = 
1 73568= 43 , 2'‘=43 .32 = 1 376 = 1 1 4 , 2**= 1 1 4 . 128 = 1 4592 = 79 , 2** = 79 . 8 = 632 = 1 ; 


onde il 2 = rad. prim. dell' tq. (45). Facendo, dietro questa base 2 , tutte le radici primitive dell'eq. (45), 
rispetto al modulo 631 , si u-ovano queste essere i 24 numeri seguenti : 2 , 4 , 16 , 47 , 57 , 86 , 94 , 
121 , 128, 155, 158, 172, 256, 281 , 316, 337, 355, 455, 456, 484, 543, 558, 609, 620. 


Digitized by Google 


96 


Il quozKDle — — ha i soli divisori 1,9, 7, 14. Provando adesso il 5, si trova: S* = 3, 

4a 

3*=9, 3’= 2187 = 994, 3**= 994*= 8643G = G90 = rad. pn'm. dell'eq. (45); onde il 3= rad 
prim. dell'eq. (G30) , cioè del modulo 631. Si può avvertire che si sarebbe potuto risparmiare il calcolo 
della potenza 14.*, solo o.sservando che il complemento della potenza 7.*, cioè p — 3*=631 — 294 = 337 
riesce già una radice primitiva dell'eq. (45); per cui sarà a conchiudersi essere il 3* = 994 = rad. prò». 
deH'eq. (90); e quindi il 3 = rad. pnm. dell'eq. (G30). Questo fatto è analogo, ed anzi è come un'esten- 

e-« 

sione di quello già altrove osservato, che si avrebbe sempre .4 * = p — 1 = rad. prim. dell' eq. (9) , 
quando si abbia d^'=l=rad. prim. dell'eq.fl), nell' ipotesi di A = rad. prim. dcll‘eq.(p — 1). 

Se inveee del 3, si fosse qui innanzi provalo il 10, si sarebbe allora trovalo 10*= 543 = rad. prim. 
deH'eq.(45); onde il 10 = rad. prim. dell'eq. (315) di grado impari , per cui sarebbe questo 10 la base da 
preferirsi, per il calcalo delle radici primitive di tutte le equazioni rapportate al modulo G31. 

In questo esempio riusci un po' laboriosa la determinazione delle sole radici primitive dell'eq, (45). 
Or osservando che dall'essere il 9= riul. jirim. dell'eq. (45) , ne segue la potenza 9 =8 = rad. jirim. 
dell' eq. (15), potrebbe cosi solo limitarsi il calcalo alle radici primitive di questa eq. (15), che si 
troverebbero essere gli olio numeri seguenti: 8, G4, 79, 188, 310, 339, 344, 569. In allora il quoziente 
630 

A = avrebbe i divisori 1,2, 3, 6, 7, 14, 91, 49, ri-spctlo ai quali riuscirebbe pur sem- 

plice la prova del 3, 0 del 10; mentre si sarebbe di molto guadagnato nel calcolo delle radici primitive 
de(r equazione ridotta che, si è adottato. 

N.* 97. — Eaempio IV. • Trovare una radice primitiva del modula primo 401. » 

I divisori del numera 400 = 2*. 5* sono i seguenti: I, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 90, 25, 40, 50, 80, 100, 
200 , 400. Provando il 2 , si trova: 9'=2,2*=4, 2*=16, 2'‘ = 32, 2"=256, 2'*= 1024 = 222 , 
2“= 956* =65536= 173, 2* = 173 . 16 = 9768 = .362 , 2“= 362 . 39 = 11584 = 356, 
9"=369*=(40l— .39)*= 39* = 1521 = .318, 2”= .356*= (401— 45)*= 45* = 2025 = 20, 
2*= 318*= (401— 83)*= 83*= 6889 = 72 , 2'” = 20*= 400, 2*“ = 400*= (401— 1)*= 1; onde 
il 9= rad. prim. dell'eq. (900), rispetto all'attuale modulo 401. Il grado di questa equazione non essendo 
impari, dalle sue radici primitive, quando fossero cognite, non sì potrebbero qui ricavare direttamente le 
radici primitive dell' eq. (400), e sue derivate: e frattanto il determinare solo le prime, dietro la base 
cognita 2, sarelibe già questo un calcolo assai lungo e laborioso, che rimarrebbe dappoi inutile , lattone 
solamente l'uso dovuto, nell» determinazione d'una radice primitiva .1 dell' eq. (400), che dovrebbe adesso 
soddisfare alla condizione A* — B — rad. prim. dell'eq. (2(MI). 

Converrà adunque al presente di procurarsi un' altra equazione ridotta più semplice di questa ottenuta 
di grado 200. Scegliamo a ciò l' equazione di grado 20, che è la radice quadrata di 400: dall'essere 

già il 2= rad. prim. dell' eq. (200) , ne risulta la potenza 2'®= rad. prim. dell' eq. , ossia il 

numero 999=rad. prim. dell'eq. (20). Per aver tutte le altre compagne, bastcrcblic solo di ottenerne la 
metà, e.saendo il grado di questa equazione multiplo di 4: quindi non si avranno da calcolare che le sole 
potenze dai gradi I, 3, 7, 9 della base cognita 922. Trovate queste, nei presi complementi si avrà 
poi l'altra metà; onde sì otterranno a questo modo tutte le otto radici primitive dell'attuale eq. (20), 
che sono, in ordine dì grandezza, i numeri 22, 56, 164, 179, 222, 237, 345, 379. Dopo ciò, 

i divisori del quoziente A=^^ = 20 essendo questi: 1 , 2, 4, 5, 10, 90; sottomettiamo alla prova volata 
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il Bumero 3. Si (rovi: 3=3, 3*=9, 3=81, 3‘=Si3, 3'*=3i3*=b9049= 102, 3*=102*= 
10404 = 379= rad. prim. dell' eq. (20); dunque ti coochiude essere il 3 = rad. pn'm. dell' eq. (400) , 
ossia del modulo proposto 401. 

N.* 98. — Soventi volle converrebbe lenUre per la prima la prova del 10; atteso chi se questa numero rie- 
sca una radice primitiva del modulo p assegnato, ovvero anche dell'eq. *1“*' ***' 

questo numero un' impari, allora si avrebbe una qualche maggiore faciliU nel calcolo complessivo 

di tutte le radici primitive che si vogliono dedurne. 

Ora esiste una tavola, redatta probabilmente a tnu' altro scopo, e forse d'un «so non molto comune, 
nella quale trovanti registrati molti numeri primi p, con l' indicaaione del predo dell’ equazione, della 
quah) sarebbe il IO ima radice primitiva, per ognun di questi moduli: è questa la Tavola delle gran- 

desse del periodo f ogni fraeion deeima/e nata dotto evtluppo detta frazione ordinaria — , che trovasi 

P 

nelle Temote di BcacanAnoT dei divisori di lutti i numeri da 1 lino a 3036000, apposUl in fine del primo 
milione. É manifesta la coincidenza del fatto ivi notato colla questione di cui si tiene ora discorso: poiché 

il dire ad esempio che la frazione sviluppata in decimali, Aa 228 ci/re di periodo, equivale appunto 

a dire che il numero 10, elevato alla potenza 228*, darebbe la prima volta il resto 1 rispetto al modulo 
229, ossia che sarebbe il 10 = rad. prim. dell'eq. (228), avendosi la primo volta il risultato 10*“=1. 
Questa tavola è quella .V, che pure si vede riportala al fine della presente Memoria , ma sotto un' altra 
forma; avendo riuniti, sotto una sola indicazione comune, tutti i numeri primi p godenti di un'analoga 
proprietì, di ammettere cioè il 10 per radice primitiva di qualcuna delle equazioni ad essi rapportale, 
i di cui gradi vengano a riuscire la medesima parte atiguola del numero variabile p — I. In questa tavola .V, 
si trovHoo cosi registrali fino a 138 numeri primi p aventi il 10 per loro radice primitiva; fino a 114 

numeri primi p, rispetto ai quali il 10 è una radice primitiva dell'eq. e cosi dicasi degli 

altri. Infine si son pure notali a parte una trentina di numeri primi, rispetto ai quali il 10 riuscirebbe 

solo una radice primitiva di tu'equaaione di grado pià piccolo del decimo di p — I , ossia più piccolo di 

p — 1 

e accanU) a questi numeri p si sono messi invece direttamente i prodi delle equazioni, delle quali 

il 10 sarebbe una radice primitiva; come ciò si trova già indicato immediatamente nella tavola citata di 
Boncaninor, per tutti quanti i numeri ivi registrati. Or di questa tavola M potrà ben valersi nella questione che 
trattiamo, del calcola di una, e poi di tutte le radici primitive d'ogai equazione (p — I), e sue derivate; 
fino a che rimanga p uno dei numeri nella stessa contenuti. Continuiamo pertanto la serie dei nostri 
esempj già intrapresa di sopra, servendosi adesso di questa tavola che possediamo. 

N.* 99. — £iempài V. « Trovare una radice primitiva del modulo primo 137. « 

La tavola Al ci avverte in proposito essere il 10 una radice primitiva dell'eq. (8) rispetto a questo 

modulo 137. Or sviluppando, lino al 4.* resto, in decimali, la frazione o piuttosto , si U'O- 

* la)7 l07 


vano cosi due radici primitive 10'=10, e lo’=41 dell'eq. (8); e l*,»* retto 10.0.0 |137 

le altre due si ottengono poi dai complementi di queste, che sono 3* 4 1.0 umà 

127, e 96 : onde i numeri 10, 41, 96, 127 sono tutte le quattro radici à° .... I 3 6. 

u 
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1 tffj Mm • 1 • 

|irlmilive <lcll’ alluale eij. (8). Il (|uozicnle 1“' P"’"° '» »'t no» avente altri 

divisori che I e 17. Provando il 2 , si trova: 2 — 128, 2 =rl28=(lo7 9)=9~81, 2 =81.8 = 


G4H = 100, che sarebbe solo una radice primitiva dell' equazione di i.* grado, e aon dell'eq. (8), come 
risulta pure dal ralrolo precedente: onde sarebbe solo il 2=ra(l. f>rim. dell' eq. (88), rispetto al modulo 
1Ò7. Provando il 5, si trova; 3*=245 = 106, 3’ = 106*=(137-31)’=3I*=9G1 =2 , 3“= 106 .2 = 
3"=71) .9 = 675 = 127=rad. prim. dell'eq. (8); dunque il 3 = r«nl. prim. dell' eq. (136), 
ossia del modulo assegnato 137. 

N,“ 100. »— HuiHfiio 17. • Trovare usa radice primitiva del modulo, primp 859. » 

/Uibiano dalla uvola il che il 10 sarebbe una radice primitiva dell' eq. (26) rispeUo a questo modulo 

859: farciamo dunque lo sviluppo in decimali della frazione — , prodotlo fino al 15* reato, onde avere 

tutte le radici primitive di questa equazione (26). In questo quadro i resti. marcati dai numeri 1 , 3, 5, 7, 9, 1 1, 

formerebbero la metà delle radici primitive dell'eq. (26); 
ed invere i resti inarcali dai numeri 2, d, 6, 8, IO, 12, 
formerebbero la met;'i di quelle dell'eq. (13). Pren- 
dendo i compicmeuli di queste ultime, si avrebbero 
l'altra metà delle precedenti; onde 1' eq. (26) avrà per 
sue radici priniilivc i numeri qui ordinali; 10, 86, 
HI, 304,308, 335, 356, 381, 396, 485, 735, 759. 
858 

Or essendo il quozieule -^=33=3 .11, questo non 

ha altri divisori che 1, 3, 11, 33. Provando il 2, 
si trova subito: 2^=8, 2*'= 2048 =330, 2**= 330* 
= 108900 = 666, 2’’=0GG. 330=219780 = 735= 
rad. prim. dcH'eq. (26); dunque si oouchiude il 2=md. 
prim. dell' eq. (858), ossia del modulo dato 859. 
i\.* 101. —I Etewpio VII. < Trovare uua radice primiliva del modulo primo 1409. » 
l.a uvola M ci dice essere il 10=rarf. prim. dell' cq. (.>2): facciamo dunque lo sviluppo in decimali 


jo,ji fpg(o 10.0.0 |859 

s" 1 4 1.0 «ir 

*• 5 51.0 , 6 

ti' 3 5 6.0 , * 

G" 1 2 4.0 , 1 

V 3 8 1.0 , i 

8'’ 3 7 4.0 , 4 

r 3 0 4.0 , 3 

IO» 4 6 3.0 , b 

11" 3 3 5.0 , 3 

ti" 7 7 3.0 , 8 

13" 8 5 8. 


della frazione r— , prodotto lino al 16" resto inclusivo. 

I 4O9 


l". a”, T»** renio 10.0.0.0 |i4on 

t",5" 13 7 . 0.0 00O70» 

C» 1 0 1 0.0 , 7 

7" 3 2 7.0 , * 

8" 4 5 2.0 , 3 

»" 2 9 3.0 , i 

lO'.lt». ...Il 2.Q.0, 0 7 

li" l 3 3 7.0 , 0 

13 " 6 8 9.0 , 4 

U"....1 2 54..0 . 8 
. IS".... 1 2 68.0 , 

10" 1 4 0 8. 


1 resti qui mnreati 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 
sarebbero la metà deHe radici primidvr deU'eq. (32); 
ed i loro complementi l' altra metà. Cosi questa 
" equazione si trova ad avere le 16 radici primi- 
tive seguenti: 16, 39, HI, 289 , 295 , 327, 
409 , 689 , 720, 1000, 1082, ''IH 6 , 1120, 
1268, 1970, 1399, Si avrebbero a un tempo 
• dal calcolo fallo le radici primitive di tutte le 
eqnazioai derivanti dalla (32), che sona le equa- 
zioni (16). (8), (4), (2), ed (1). 

H08 . 

Ora il quoziente -j^ = 44 = z. 11 ha per 
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Moi (li%iiori i Mimeri 1,8, 4, 11, 89, 44. Provando il 8, ai trova; 8"=x 3048=609, 8**=6SU* 
= 408381 = 1 ISO =rod. prìin. dell' eq. (58) ; oode si rourliiudc solo il 8 = rorf. prim. dell' eq. (38.88) 
ossia drll' eq. (704). Provando invece il 3 , si trova: s"=3'. 3’=G3GI ,3’=993. 87 = 84975 
= 1088, 3”=108a*=(1409-."87)*=387*=l4U7G9 = 4l5, 3*‘= 4 15*= 178885 = 387 = rad. prim. 
dell' eq. (38); onde si ooaehinde che sarà il 3=rod. prim. dell'eq. (1408), ossia del modulo proposto 1 409. 

N.° 108. — Porrò tìne a qoeiti e.sanpj, con accennare al momento la questione di Aritmetica elrinen- 
tare, di coi mi occupava in Gennajo scorso, e che mi indusse dap|)oi a meditare più seriamente la 
teoria delle radici primitive dei numeri primi; ciò che diede cosi origine alla presente Memoria. Tale 
questione fu semplicemente la ricerca che mi proposi di un metodo spedito, per giungere a detcrminari- 
la tfrandezta dei periodo d'ogni frazion decimale periodica semplice, mila in particolare dullo sviluppo 

della frazione ordinaria — , dove p fosse siieeialmenic un numero primo. Movendo da quel principio,, rhc 

il numero m delle cifre di questo periodo, se non è p — I, è però sempre un divisore di p — I; io ne 
dedussi subito il metodo di eflettuare a tale oggetto le |>olenze del 10 inarcale dai *o/i divitori del miinern 
p — 1 , riducendole a mano a mano al di sotto del modulo p, tino a trovar quella prima di grado ii, che 
ridonasse di nuovo il retlo 1, da cui si era parliti; allora questo n sarebbe la grandezza del periodo, 
die si desiderava di conoscere, lo non avea pur anco in quei giorni rngnizione delle Tavole di RtaiajivaiiT, 
se non per pura storia, vedendole citale in qualche trallalo di Aritmetica o di Algebra; e nè manco 

immaginava ehe potesse trovarsi fra quelle una tavola (la .V che ho di sopra ricordala), dove il pro- 

blema, che mi era pro|ioslo di risolvere, si può dire già risoluto di fallo, )H'r una gran molliludiiic di 
numeri primi p. Ad ogni modo, quando il caso mi portò a fare acquisto poco appresso, per altro uso, 
e p<-r altro scopo, di delle tavole di BiacsnvatiT, insieme alla grata sorpresa, ebbi pure la soddisfazione 
di vedere in esse vrrilirati alenni esempj, che già aveva trattati per esercizio. Ne concepii tosto allora 
I' Ulea di estendere il metodo da me immaginalo ad altri casi, e diremmo ad altre bnti di *iste»>i di 
numerazione, diverse dalla òase 10 del sistema ordinaria; ma ciò mi risvegliò pure nella mente la teoria 
delle radici primitive, che avea per tempo avanti già letta nella .Memoria di Poissot, e, confesso il vero, 

non ben compresa a quell' epoca de' miei sludj nniversitarj. Cosi fui condotto in quest' anno ad occupar- 

mene più di proposito; e forse non riuscì del tutto invano la mia fatica. 

.N.° 103. ■ — ita un'altra questiooie pure altera mi si presentò alla mente, che ha una relazione anche 
più intima o più generale colla teoria delle radici primitive, e della quale la sopra detta non sarebiie 
pure che un caso particolare. Si fu ipiesta altra questione di determinare il grado x della potenza , a cui 
b'Lsoguerebbc innalzare un dato numero a, |)er avere un risultato eguivalenle ad un altro doto numero b, 
rispetto ad un nodulo assegnato p; in altri termini, la risoluzione dell' rquazionc esponenziale indeter- 
minata a‘=b-\-JILp, 0 semplicemente a=.b, rispetto a un modulo p. É chiaro come tale questione 
comprendereblie la precedente, posto che fosse ò=l, ed a=IO; riducendosi allora essa alla seguente 

formola 10''=l; e quindi sarebbe xz=zn la gramiezza del periodo della frazione — sviluppata in deci- 
mali. Se 6=1, qualunque sia a, allora sarebbe x=n il grado dell'eq. (n), della quale a risulti una 
radice primitiva, rispetto a un modulo assegnato p. 

Or la teoria delle radici primitive ci porta direttamente alla risoluzione di questa ri|uazione esponen- 
ziale indeterminata o*=6-)-.'JR.p, tutte le volte che già si conoscano i gradi delle potenze, alle quali 
bisognerebbe elevare una slesoa radice primitiva r di p, per avere i dati numeri a e 6; è perù da avver- 
tire che non sempre riuscirà possibile una tale equazione, qualunque fossero questi numeri assegnati. 
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Essendo r una radice primitiva del modale p, poniamo r*=«, ed r^=z6. L' equaaioiie si can- 

gierà io questa r*'=o'=6=r*; e poiché in luogo dell'esponente e si poi mettere liberamente qua- 
lunque multiplo di p — 1 aumentato di «, avendosi semprer‘^'*’—**^*=:r^, dall'essere già 

tosi vedesi che si avrà l'equazione |a quale si traduce fra gli esponenti in questa 

a7=31t.p— Cogniti a e si tratterà dunque di risolvere in numeri intieri questa equazione a 
due indeterminate x ed 3X/: ma ponendo, per maggior distinzioue, p — I =>r, ed 3IL = y, l'equazione 
a risolversi sarà allora la seguente «i=ny-t-S, ovvero ax — 

Per condizione della sua possibilità, si richiede che i coeiBcienti « e n delle due incognite x ed y non 
abbiano alcun fattor comune 0, a meno che questo non si trovi ancora comune al termine e cognito nel 
It.* membro. Quindi l'ciiuaziune sarà sempre possibile, ogniqualvolta a sia primo con *: e dilTatti allora 
r“=a .sarebbe una nuova radice primitiva del modu lo p, la quale colle sue potenze $ucce.s$ive i ben 
ta|>ace di riprodurre tutti i numeri come b, dall' 1 fino al p — 1 inclusivi: onde sempre possibile allora l'equa- 
zione à’=b, per un conveniente valore intiero dell'esponente i. 

Se a ammetta con s il massimo comun divisore a, e che questo a divida C, allora posto a=a a, 
x=jr|«, « = 5^8 l'equazione in discorso si riduce alla seguente «^i — !t^y=e,: e sarà sempre pos- 
sibile la sua risoluzione, da che adc$.so a, e », sono pn'mi /'rn loro. Difatli sarebbe in tal caso r'*=a=;rad. 

prim. dell'cq. ^ e «oà a=rad. prim. dell'eq. (s^). D'altra parte se a divide a, e 

i-lie fosse pure a un tempo questo a il massimo comun divisore fra e e ir, si avTebbe parimente il 
b = r^=rad. prim. deli' eq. (x,); per cui dalla serie delle potenze di a si avrà bene un residuo eguale 
a h, e cioè soddisfatta l'equazione a=b per un conveniente valore intiero di x. Se di piu i quozienti 


X 



avessero ancora un altro massimo divisor comune r, per cui fosse re il più gran romun divisore fra 


e e X, allora sarebbe b=rad. prim. dell'eq. ossia dell'eq. onde sempre possibile di aversi 

il resto b da una potenza conveniente di a. Ma se e, divisore massiiao di a e x, non dividesse (, allora 
sarà impossibile l'equazione ox — xyx=g, e quindi impossibile l'equazione a=b+3Hjp. Difatti in tal 
caso 6 non sarebbe né nna radice propria , né una radice impropria dell' eq. i Dt"* sarebbe 
6 in alcun modo radice dell'eq.(x^), alla quale appartiene a come radice primitiva; poiché, onde b potesse 


essere radice di questa equazione (x^), si esigerebbe aversi r‘'=rod. prita. dell'eq. (x|), ovvero /'=.rad. 
prilli, dell'eq. e cioè in generale r*=rad. prim. dell' eq. . per cui t « od almeno S dovrebbe 


riuscire il più gran comun divisore fra e e x, contro l' ipotesi clie ( non dirida e. Or son le sole radia 
ileir C4|. (x|) quelle rlie possono aversi colle potenze di qualunque gradi della radice primitiva a: dunque 
b non essendo alcuna di queste, non potrà mai riuscire alcuna potenza a'=ù per un conveniente valore 
intiero di x. 

104. — Supponiamo l'equazione az — possibile di risoluzione, e già ridotta allo stato voluto, 
che siano a e s primi fra loro; per cui n rappresenti ora in generale il quoziente ed « e € 
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€ 

i quazieDti sopra Indicati -j- , e , essendo questi ultimi a e c quelli proprj delle rrlainni 

r*=a, f®=4; mentre nella detta equazione non si mettano per « e s che I loro quozienti rispettivi 

M € 

-j- e y, notando s il mass, comun divisore fra il vero esponente <t e il numero p — 1. In tal ipotesi 


esisterebbe sempre un' infinità di valori intieri di x soddisfacenti alla questione, ma un toh di questi 
sarebbe inferiore a ir, e quello che più farebbe al nostra bisogno. Infatti dicendo e e k una coppia 
di Valeri corrispondenti di z e di y, si avrebbe l'equazione soddisfalla xe — zk = e\ la quale, soliralla 
membro a membro dalla proposta xr — ity=zS, ci dà l'equazione di eondiziooe a(z — e) — u(y — à)=0, 
ossia a(z — e)=n(y — k). Or u essendo primo con dovrà dunque riuscire z — e divisibile per u, c cioè 
della forma *(; quindi ar^ue a.ir<=iv(y — k), da cui si deduce y—k=it: dunque si avrebbe in gene- 
rale x=*t-k-t , y=iU-\-k; ciò che dimostra come tutti i valori di z differiranno fra loro per dei mol- 
tipli di u, e non si avrà perciò che un solo valore positivo di z inferiore a u. 

Facciamo qualche esempio di applicazione. Sia data l'equazione 3'=7+.'nt61; ossia 3*=7, relativa- 
mente al modulo 61. Nello sviluppo delle potenze del IO, che è una radice primitiva di 61, protrano 
solo Uno alla SO"*"* potenza, ossia fino al 50*'"^ resto, non si trova il residuo 9. Ma si ha invece il residuo 
61 — 2 = S9 = 10"; dunque, per la formola generale p — si avrà quindi il 9=61 — 59 
= 61 — 10"=i0'®'^"= io"; mentre che si ha intanto direttamente il 7=10**. Perciò saranno qui »=i7, 
c = 93, z=p — 1=60, rìnscendo J'a primo con *: e cosi l'equazione a risolversi sarà la seguente 
i7z — 60y=93. 

60 

Secondo che si insegna in Algebra , sviluppiamo il quoziente — in frazione continua , e formiamone 

47 


i ridotti successivi: si trovano questi: 


1 


♦ 5 9 14 93 60 . 

-r> ■= >T7’ rs’-n’ *“ “utoero di 7. 
3 4 7 11 18 47 


Il penultimo essendo 
93 60 1 


di rango pari, i esso più forte della frazione proposta : quindi si avrà la differenza 

come si dimostra nella teoria delle frazioni, continue. Da questa relazione si deduce successivamente: 
47. 93 — 60.18 = l;epoi, moltiplicando tutto per « = 93, viene 47 . (93 . 93) — 60 .( 18 . 93)=93; 
da cui si ricava un valore di x = 93. 93 = 599, ed un valore di y = 18.93 = 414. Ma sopprintendo 
in quello di z tutti i multipli di ir = 60, e in quello di y tulli i multipli di a =47, si riducono que- 
sti ad z=49, ed y = 38, avendosi 599 = 8.60-1-49, e 414 = 8.47-1-58. In consegnenza si avrà 
l'equazione soddisfalla 9**=7-|-3lc61 ; come si può verificare facilmente. In fatti si hanno le potenze 
9‘=64=3, 9'*=3*=9, 9“=9*=81 = 90, 9“= 90*=400 = 34, 9"=34. 9 = 68 = 7, come si è 
trovalo coll'analisi precedente. 

N'.* 105. — Sia data l'equazione 4'= 14-1-011,61. Nel calcolo fatto delle potenze del 10 fino alla SO**™* 
non trovandosi il resto 4, vi si ha però il suo complemento 61 — 4=57 = 10*; onde segue poi il 
4 = 61— 57 = 61— 10‘=10**‘= 10**; mentre che il 14= lO”: dunque «=34, e = 10, n = 60.Ma 
sopprimendo il faltor comune 9, si prenderà solamente x=17, ( = 5, ir = 30, dove ora « e s sono 

30 

primi fra loro. Perciò l' equazione 17z — 30y = 5 sarà possibile in numeri intieri. Sviluppando — in 


frazione continua, si ottengono poi 


.. . 1 9 7 30 

ridoni -j-> —< -j-> 


30 

(}ui si avrà la diflerenu 


1 


17.4’ 
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o»»ero— - — , da cui segue 17( — 7) — 30(— 4)= 1 ; e, moltiplicunio per 5, viene 

A 1 7 17 .^ 

17( — 7.S) — 30( — i.!t)=!S. Dunque jt =; — 3S, y = — 90. Mji le formale generali jt=ir»-4-«, y=«<-+-4 , 
ci danno in questo caso z=30( — 53, y = 17l — 90; per cui , ponendo (=9, ne risulta z=^60 — 33 = 93, 
y=34— 90 = H. Cosi verrà 4**= 14+3U/C1. Difatli sarebbe 4**= 9"*; e già si è trovato 9*=7; dun. 
que 9 “= 14. 

In modo analogo si troverà per l'eq. 3^=9 + 0 IL 6 I, il valore di z= 6 : e difalti b’= 193=3, donde 
3“=3*=9. 

Se fosse data requazìoue 3'= 8-l-.1lt,61; avendo 3 = 10**, 8 = 10*', e cosi «= 49 , < = 9t,u=(>0, 
l'equazione 49x — C0y=9l, che si riduce a I4z — 90y=7, sarebbe impossibile; atteso che i coefiicienti 
delle incognite 14 e 90 hanno ancora il fattor ramune 9, il quale non divide più il 7. Difatli sarebbe 
il 3 = rad. prtm. deiri!q.(10), mentre l'8=ra</. pn'm. deU'eq.(90); onde impossibile di aversi l'8 dalle 
potenze del 5. 

Parimente si riconoscerebbe impossibile l'equazione 4'=91 -t-OIt. 61, avendosi 4= 10**, e 91 = 10'’; 
e cosi a=34, e = 3, n=()0, dove x e n ammettono il fattor 9, che non divide S. Difetti il 4=rad. 
prim. dell'cq. (30), mentre il 9l=r«f. prim. dell' cq. (19), die non è una delle derivale daireq.(30); 
per cui 91 non sareblie in alcun modo radice di quest' ultima. 

N.° ioti, racciamo ancora un esempio, rispetto a un altro modulo, e prendiamo l’eq. 7'= I84-JK.67. 
Essendo il 9=rnd. prim. del modulo 07, si trova 9*'=7, 9''’=18, onde «=93, c=13, “=60, 


e r equazione 93x — 66y 
9 3 90 93 OC 


:I3. La frazione ^ sviluppata in frazione continua, ammette questi ridotti 


1 


Si ha quindi la dilTcrenza ^ ^ = u a- 
o *mo o • 


— , da cui segue 93. 93 — 06.8=1 , e 


I I 7 8 

moltiplicando per 13, viene 93(93.13) — 00(8.13):^ 13; onde i=93. 13=999 = 4.00-1-35=33 , 
ed y = 8. 13 = 104 = 4.93-1-19=19. Dunque sarà 7“=18-1 -,'))l 67. Difalti si trova successivamente: 
7^'= 343= 8, 7 “= 04, 7**= 4090 = 9, 7*‘= 81 = 14, 7**= 119 = 43, 7^= 9880 = 00, 7*^= 3934= 1 8. 
A questo risultalo si sarebbe potuto pervenire più prestamente, osservando ebe il 7 sarebbe qui una radice 
primitiva dell'eq. (66) , per eui già si sa dover riuscire 7 =60; donde subito si dedure, come sopra, 
7 =18. Inoltre, senza dì questa osservazione, si sarebbe potuto confermare il fatto di 7^=18 a queste 
modo. Avendosi 7 '*= 9, 7**= 14, ne segue 7**= 9 . 14 = 190=39; ed or si ha appunto 18.7=190 =59, 
onde bene il 18 = 7^'. 

n.° 107. — L'n]uaziune «x — xy = (, dove >e >1 sono già primi fra loro, si può risolvere in altra 
maniera come segue. 

Se si avesse una soluzione dell' equazione più semplice ax — ”y— I, dai valori di z e di y soddisfa- 
centi a questa, si dedurrebbero poi loslamcule una coppia di valori di x e di y soddisfacenti alla propo- 


sta , niolliplicaodo I delti cogniti ciascuno per t. Or da quest'ullima equazione ricavandosi y = 


>z — 1 


importerà dumpie che az— I risulti divisibile per n, affinché possa aversi un valore intiero di y. Ma no- 
tando f(~) il numero degli iniieri primi e inferiori a si sa, dal teorema di Pr.autT generalizzato ad un 
numero qualunque, comn è qui v, ebe la potenza riesce sempre della forma 3IUr-i-1, 0 cioè si bi 
visi — 1 

sempre — 1 = 30jx , e qniudi = 3IL numero iutiero. Dunque si avrà un valore intiero 
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j • ■ TM—I.. ... — 1 

per y , quando si prenda jt = « , poicue ne seguirebbe a questo modo y = = un in- 

ir 

tiern. Ma è da osservarsi che polrebbe aversi ancora «■= 3 )tff + l — | , rispetto a », per un qualche 
valore di m minore di f(»), il quale fosse però sempre un divùore di »(»). Dunque, intendendo solo per 
m il più piccolo esponente capace di dare a"=JH/ji + l = 1 rispetto a », sarà allora in generale il 

calore di x = a , e quello di y = — - — • Quindi, moltiplicando per e questi due valori, si avrà 

una soluzione generale dell'equazione proposta, nelle formole x = S.«““', ed ; dove sia 

m tale da aversi la prima rolla il fatto di «“=1 rispetto a », riuscendo sempre m un divùore di r(»). 
iVella pratica potrà dunque limitarsi ai soli divisori di ]>(»). Facciamo alcuni esempj. 

Data l'eq. 2"=7 +oil 61 , preso r= 10, si ha « = 47, 6 = 23, »=60, r(»)=1G, i divisori 
del^ qualc^sono; 1, 2, 4, 8, 16. Elevando a a queste potenze, si trova: 47*= 47, 47*= 2209 = 49 , 
47 = 49 = 2401 = I rispetto a » = 60 ; dunque in = 4 , m — 1 = 3 ; e in conseguenza x = 23 . 47’. 
Ma 47 = 49 . 47 = 2303 = 23 ; dunque x = 23 . 23 = 529 = 49 , come si è trovato di sopra. 

Data I eq. 5 = O-t-.TnjGl , preso r=l0, si ha « = 14, 6 = 24, »=60, ma, onde sia « primo 
con ff, si dovrà qui prendere invece « = 7, 6 = 12, » = 30; da cui viene r (») = ? (30)=8, che ha i 
divisori 1, 2, 4, 8. Or si trova, rispetto al modulo 30; 7*=7, 7*= 49 = 19, 7*= 19*= 361 = 1 ; 
dunque m = 4, m— 1 =3, e quindi i= 12. 7’= 12. 133= 12. 13 = 156 = 6, come è di fatto. 

Sia data ancora l'equazione 7'= 18 -1-311,67. Preso r = 2, si ha «=23, 6=13, » = 66, 
K") = f(6l>) = 20, di cui i divisori sono: 1, 2, 4, 5, 10, 20. Le potenze di a, rispetto al modulo 66, 
sono: 23 = 23, 23*= 529=1; onde m=2, ed m— I = I. Perciò il valore di 1=13.23=299 = 35, 
come appunto si i già trovato di sopra. 
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p 

(2) 

k'- 

(0 

l‘- 

5 

(*) 

1 3.3- 

7 

(6) 

5,5. 

(3) 


11 

(io) 

*,6.7.8. 

(5) 

1 5,i,S,S. 

i 3 

(la) 

1 *,6,7.11. 

(O 

5,8. 

(6) 

i,to. 

(3) 

3,9. 

17 

(16) 

5,5,6,7, <0,11,15, li. 

(8) 

*,8,9,15. 

(0 

i,15. 

19 

(18) 

*,5, <0,18, li, 15. 

(0) 

i. 5. 6, 9. 16, 17. 

(6) 

8,19. 

(3) 

7,11. 

23 

(aa) 

5,7,<0,«,li, 15,17,19,90,11. 

(H) 

*, 5, i, 5,8, 9,1*, 15, 15, <8. 

29 

(28) 

*, 5, 8, 10, 11, li, <5, 18, <9, 91, 15, 97. 

(4) 

19,17. 

(u) 

i, 5, 6, 9, 15, *9. 

(7) 

7, 15, 90, 13, U, 15. 
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31 

(30) 

1 3,«,19, 13,17,11,99,96. 

(is) 

1 7,9.10,16,18,19,90,98. 

(io) 

1 13,93,17,99. 

(») 

1 9.6,8,16. 

(6) 

!'“■ 

(3) 

I»,*.. 


(30) 

1 9, 3, 13, 13, 17, 18, 19, *0. 99, 96, 39, 35. 

da) 

8,16,93,99. 

(4) 

[6,31.* 

37 

(l8) 1 3.6,91.95,98,30. 

(a) 1 7,9,19,16,53,3*. 

(6) [«*,«. 

(3) I «0.*6. 

41 

(40) 

6, 7, 11, <9. 13, 13, <7, 19, li, 96, 96, 98. 
99,30,36,35. 

(ao) 

9,5,8,90,11,33,35,39. 

(8) 

3,16,97,38. 

(4) |».3*. 

(10) 

6, 13, 15, 51. 

( 5 ) 1 10, 15, 18, 57. 


43 

(43) 1 3, 5, 19, 18, <9, *0,96, 98, 99, 30,13,56. 

(ai) 1 

9. <0, 13, 16. 15, <7, 93, 96, 15, 31,38,60. 

(U) I 9, 8, *9, *7, 39, 59. 

( 7 ) 1 6,11,15,91,35,61. 

( 6)1 

7,37. 

(3) 

6,35. 
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Il 5.)0,U.I3.«5.1»,S0,«,M,*«.TO,*0, 
Il SJ, SS, 35, S8, 39, *0, il, *3, W, 43. 


% 3, 4, 6, 7, 8, 9, «, 14, 19, 17, 18,91,94, 

B 95,97.98,59,34,86,37,49. 


D 9,3,5,8,19,14,18,19,90,91,99,99,97, 
Il 31.39,33,34,35,39.41.13,48.50.51. 



10, 13, 15, 16,94,18,39,49,44,49,47,49. 





9, 6, 8, 10, 11, 13, 14, 18, 93, 94, 

39, 53, 31, 37, 38, 59, 10, 49, 43, tt, 47, 
50,59,54,35,56. 

374 , 577 . 9719715 , 16, 17, 19, 90, 91, 99, 
95, 96, 97, 98, 99, 35, 39, 41, 45, 46, 48, 
49,51,53.57. 


9,6,7,10, 17,18,96,30, 31,35,43,44, 
51,54. 55,59. 


8,93,94,98,53,37,38,53. 


( 12 ) ! 

91,90,39,40. 

(*) 

Il 1I.50. 

( 30 ) 

1 4,5,19,30,39,45.46,49. 

( 15 ) Il 19,15.10.99,95,49,56,57. 

( 10 ) 

Il 3,97,41,59. 

(s) 9,90,34,58. 




9,7,11.19,13,18,90,98,31,34. 31,11, 
41,46,48,50,51,57,61,03. 


4, 6, 10, 10, 17, 19. 91, 93. 96. 33, 35, 36, 
39.47,49,54.85.36.00,63. 


3,5,8,97,49,43,45.39,53,58. 


(il) I 9.14,15,99,94,93,40,59.09,04 
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( 70 ) 1 

7, il, Ì3,S1,31,^, SI, 55, 35, 41, U. 47, 
51, 53, 55,50, 59,01, 61, 63, OS, 07, 68, 09. 


9. 3, 4, 6, 8. 0, 10, 19, 15, 16, 18, 19. 94, 
97, 99, 36, 38. 40, 43. 49, SO, 58, 60, 64. 

(u) 

93,96,34,39,41,51. 

(7) 


(io) 

14,17,46,66. 

(S) 

5, 95,54,57. 

73 

( 72 ) 

5. 11, 13, 14. 15,90,96,98,99.31,33,34, 
39, 10, 49, U, 45, 47, 53. 58, 59. 60, 69, 68. 

(5C) 1 6,19, 19,93,15,35,38,48,50,54,61,67. I 

( 24 ) 

7,17,91,30,43,59,56,66. 

( 12 ) 

3,14, 49, 70. 

(8) 

10,99,51,63. 

(4) 

97,46. 

(18) 

18,36, 41,57,69,71. 

( 9 ) 

9,4,16,39,37,55. 
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, 5,6,7,98,99,30,34,36,37,39,43,47, 

V 8 J *8, SS, 54, 59. 60, 65, 66, 68,70, 74, 75, 77. 
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i 9, 4, 5, 9, 11, 13, 16, 19, IO, 95,91,31,39, 
36, 40, 49, U, 45, 49, 50, SI, 79, 73, 76. 

(28) 

1 19, 14. 15. 17, 97,38,41,57.58,61,1», 71. 

(13) 

8, 10, 18, 91, 99, 38, 16, 59, 69, 61,66,67. 

(e) 94,50. 

( 3 ) 

93,65. 
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(82} 

SI, SS. 59, M. 45, 45. 46. 47. SO. SI SS. 

54. SS. SS. 57. 58. 60. 69. 66. 67. 71. 79. 

1 73, 74. 76, 79. ga. 

(41)’ 

f. 4. 7. 9. la 11. 19. 16, 17. 91.93.95. 

96. 97. 98. 90. 50, 51 . 53, 56, 57, 38, 40, 

41. 44. 48. 49. SI. 59. 61. 63. 64. 65. 68. 

6i^^77i78,8L 

aa 

(88) 

3. 6, ^ 1^ 14, IS, 1?, ^ ?4,^?L 98, 
96. 50. SI. 33. 36. 38. 41. 43. 46. 48. SI. 
54. 56. 58. S9. 60. 61.69.63.65.66.70. 

74, 75, 76. 89. 83, 86. 


(M) 

5. 9. 10, 17. 18. 90. 91. 5fi, 40, 49, ^ 
46. 53, 68, 69, 71, 79, 79, 80, 84. 



(a) 1 ». »7. Sì. TL 

(4j | 54,!ia- 

(^ 

1 11. 99. 95, 44. 50. 57, 75. 81. 85. 8L 

(il} 

1 9. 4. 8. 16. 39, 39. 45, 64. 67. 78. 

. 



(96) I 

5, 7, 10, 13, 14, 15. 17, 91, 93. 96. 99. 37. 

3», 59, 40, 41, 56, 67. 68. 59. 60, 68, 71. 


74, 76. 80. sa, 85. 87.90.ai, 

(48) 1 

9, 5. 11, 95, SI, 39, 44. 48, 49, 63, 65, 

66. 79. 86. 94. 95. 

Mi 

19, 90, 98, SO, 34. 49,45,46.51.59.55. 
63. 67. 69. 77. 78. 

(2t) 1 «, M. 75. 88. ai 

ai 

^ ^ 1 ' 

’ (l6) 1 5i ili i?, *L 70, 79. ^ aiL 

(l2) |e,!8.SL9i. 

(a) 

^47, ^ 64. 

(4) 

99,73. 

(6) 

56, 69. 

L 

‘(3) 

5^ 4L 
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3. IO. 18. ai. 35. a«. 38, 11, 57, so, IO, 


(180) 

tu. 57. 58. 85. 88.6». 76. 77, 78, 85. 


85. 80. 91.96. 97. 98. 105, 108. 105,113, 


115, 118. 135, 138, 137, 138, 131, 158, 
180, 153, 157, 158, 160, 185, 171, 179. 


(go) 

6.8.30. 80. SI. 68.71.86,95,110.115, 
ISO, 181, 151, 17S, 17S. 


(5C) 

17. 31. 61. 73. 88. 89. 93. 93, 100, 130, 


189, 168. 


(ao) 

33, 31, 55, 78. 107, 188, 150, 159. 




(12) 

7, 36, 155, 174. 



19, 103. 


(90) 

8. 11. 13. 30. 33. 37, 53, 55, 60, 79, 91, 
100, 106, 111, 136, 137, 185, 187, 165, 
166, 167, 168, 173, 178. 

181 

(la) 

3, 9, 15,18,15,16, 58, 38,M,«. 70, 
75. 81. 87, 103, 131, 136, 139, 1«,188, 
161, 16», 170, 177. 


(30) 

38, 68. 67,99, 153, 158, 156, 176. 


M 1 

5, 35. 37. 39. 8», 118, 117, 185. 


(|8) j JOI, 108, ii4 H9, 158, Ji». 


(9) 1 8^ «. 51, W, 75, 80. 


(M 

86,36, 133, 159. 



83, 59, 19$, 136. 


Cl) 

8% 153. 



8^ 133. 

ili 

(ato) 

3. 5. 7. 17. 33, 99. 55. 3». 81, 88, ^ 
73. 75, 85. 91, 93, 108, W8, 11^ 116, 
118, 137, 150, 151, 133, 181, 189, 185, 
189, 153, 155, 158. 159, 160, 169, 188, 
165, 166, 167, 178, 175, 1^ 187, 191, 
195, 303, 305, 307. 

— 

(lOS) 

18, 8,9,16, 30, 38,30, 56, 57, 8^8^ 

86, 8I1 89. 51. 53. 55, 56. 59, 63, 66, 

6»!7Ò778,80,8Ì;88,93.9^?9, 103, 
105, 119, 190, 136, 136, IS», 158, 105, 
170, 179, 176, 183, 18», 198, 304, 308, 
1 309. 






RADICI PRIMITIVI 

211 

(70) I 

8, lii, 3L 38, U lia OB, 88.8», 90, 97, 
^ 103, 115, 138, 139, 133, 156, 189. 
187, 188, 198, 300, 306. 

(ss) 

5, li, 13, 33, 68, 65, 76, 79, 83. 87, 96, 
109, 113, 118, 131, 133, 135, 183. 151, 
169, 183, 188, 193, 305 

(Mi 1 

311, SI, 53, 35, 58, 50,98, 110, 138, 157, 
168, HL 

(li) 1 

58. 85. Si. 75. 101. 117. 161. 173. 178. 
179, 180, 185. 

(so) 1 

10, 01, 78, 77, III, 138, 190, 193. 

(M\ 

19, 31, 85. 100. 158, 157, 150, 301. 

(li) 1 13, 80,65,67,^153. 

(7) 1 58, 135, 188, 188, HI, m 

(•o) 

^ 108, 180, 156 

(5) 

71. 65, 107, 188. 

Ll) 

15, 197. 

ili 

I£ 190. 

271 

(a7o) 

0,1^3l,3^^^^^88,lli,^ 
58. 59. 68. 71. 75. 75. 76. 91. 93. 98. 
^ 96. 97. 101, 107, 108, 109, 116, U£, 
130, 133, 135, 157, 183, 185, 187, 189, 
150. 159, 161, 108, 173, 183, 186, 189, 
195, 197, 301, 303, 308, 908, 309. 310, 
315, 318, 331, 333, 336. 331, 338, 335, 
389, 351, 355, 958, 355, 957, 380, 368, 
367, 369. 

(13S) 

3. 8. 7. 1 1. 18, 16. 17. 18. 90. 93. 36, 37, 

80, ^ 89. 50, 55j ^ 61. 6|, 63. 6^ 68, 
70. 78, 78, 89, 85. 8», 90, 103, 1 IO, 1 13, 

131, 139, 138, 138, 13», ISi, 136, 1», 
151, 153, 155, 103, 163, 168, 170, 178, 
175, 176. 177, 17», 180, 195, 196, 198, 
300, 306, 319, 913, 91». 930, 333, 335, 
338, 399, 333, 985, 360, 356, 365. 


(90) 

38, 87. 86, 108, 106, HT. 133, 130, 133, 
153, 173, m. 193, 199, 901, 907, 916, 
W. 330, 939, 336, 9ST, 380, 963. 

(^ 

8, ^S8i $$• $»• ÌL 54 **■ 

la, 80, 98, 119, 13», 181, 188, 158, 168, 
167, 185, 338, 987. 
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(m) 

H *«,33.64,60,6!!. 111.113.116. liT.131. 
1 14Sr*67, 183, 188, 104, «30, «46, «66. 




*7,48,74,136,140,141,171,187,198,103, 
ii7,no,ni,«4, «34,136, 140,i68,iei! 


(a?) 

1 6,J^ 3«, Hi 83, 88, 114, 116, 140, lU, 



(»I0) 

304,311,311,341,343,346,348,367,670, 

871,377,384,416,431,436,467,461,488, 

454,463,486.460,477,401,407,638,630, 







( 30 ) 1 i IO, M. IBI, 184, Ito, Ili, K%. 




540,501. 


m 

1 0.87,81,87, 00. «41. «5*. 168. 




30,81. 91,08, 134, 159, 164, 16», 168, 168. 
*77, 178, *70, 104, 106,100,118, 147,164, 

271 

(I 8 ) 1 13, «3, 05, 101 . 146. IBS. 



(lOS) 

160, 161 , M4, 183, 186, «88, no, 609, 6», 
3«7, 360, 373, 301 , 306, 597, 407 , 410, 41 1, 


( 9 ) I *06, m, 160, 178, 048, «68. 




414,4«8. 433,444, 460, 490, 491, 496, 537, 
683,604. 


(io) I «L84. <7*.ÌIU' 



(J*6) 

14,35,37,66, 104, 130, 137, 16t, 161.906. 
119.118, «96, 943,363, 166,«7T,«S1, «91 , 
307, 3«0, 383, 374, 401 , 439, 447,471, 488, 
604,314,640,641,663,581,690,613. 


(a) 

100. 4^ %U. 





^ 143. 



(65) 

18.41.60.78.80. 91. 107. 197. 143. 1.S9. 
184, 109, 930, 337,378, SOI, 314. 340, 340, 
384, 366,578, 388, 403, 413,410, 413,470, 


( 5 ) 

^ «4«. 





3. 7. 1«. 13. 14. 13. IO. «6. 61. 53. 64, 56. 
HO, 60. 61, 63, 66, 70, 76, 76, 87, 03, 06, 
06, 00, 101, 103, 106. 100, 110.111.113. 
117, 118. 110, 113, 110, 131, 148. 174, 181. 









(90) 

11, «9, 73,88, 147, 178, 176, 176, «04,516, 
360, 375, 489, 473, 476, 305, 510, 557, 
643. 674. 684. 616. IW7, M» 



183, 186, 101, 193, 101, 106, «11, «13, «17, 
«3 1 , «33, «37 . 139, «4 1 , «U, «46, «40, «61, 
«63, «67 , «70, «7 1 , «73, «74, «76, 180, «96, 


631 

M 

1.4,16,47,67,86,04, HI, 118, 186, 188, 
179, «36, 381, 616, 337, 366, 456, 456, 
484, 648; 668, (X», 610. 


(630) 

«96, «90,300.301, 303,306,313,317,3«3, 
313, 634 34«. 346. 347, 363, 663. 380,381, 
383,386,306,399,401,406,406,400,417, 
41 1 , 414, 416, 410. 434, 436, 440, 441, 448, 
461, 466, 467, 468, 47 1 , 473, 480, 481, 486, 
487,496,409,607,616,516,610,531,634, 
641,646.647,660,661.664,669,660,663, 
364, 566, 681, 686, 686, 689, 600, eoi, eoe, 
611,614,e«l,6«l. 



(70) 

6, 88.61. 106, m. 116, 180, 167,«I6,«60, 
310, SSS, 413, 449, 451, 461, 606, 616, 
630, 648, 698. 607, 606, 016. 





(5») 

6,&84,S6,83, 101, 106, 118, 170, 180, 
181, «IO, 308, 611, 371, 416, 464, 481, 
606, 600, 516. 679, 606, 616. 

631 





18, 176, 106, 560, 411, 474, 478, 480, 
660, 673, 301, 696. 


9. 10. 17. 10. «3. «0. 51 . 41. 46. 46. 49.66. 



(21) 

33, 40, 38, 61 141 IBS. 167. 109. 171 
638, 468, 603. 



07. 68.71. 78. 77. 80. 84^ 84^ 00. 07, 



1 



100,111,116,116,114,131,136,144,146, 



(30) 

69, 187, 191 ni, 448, 681 867, 80. 



440, (54, 450, 400, 405,484, 460, 460, 483, 



(IS) 1 6. 64. 79, 188. 310. 339. 544. 661. 



m, »3, 116, no, m, 136, 146, 148,160, 



(I8> 1 138, 146, 138, 155, ^ 6». 


(31») 

161,166,168,184,186,180,107,306,3(18, 

31^618,316,318,330,631,331,336,636, 

331,366,567,368,360,161,364.368,370, 



( 9 ) i **^ 676, 693, 483, 495. 




(U) n 30, 100, 104, 3(tt, 498, 610. 



381,388, 387,390,691,304,396,400,404, 
418,410,413,430, 438,439,446,446,460, 
467,483,600,601.606,611.616,614,518, 



( 7 ) H IL 163, 169, 417, Ul, 601. 





(10) 1 110, S6Ì, 689, 403. 



519,611,611,513,618,619,631,636,656, 
838,544,683,886,361.366,668,670,671, 
671,676,677, 678,660,006, 611,616, 617, 



■ (5) (MS, 141, 179, 611. 





(6) [«.i»*. 



618,619,614,618. 



(3) i 43, 687. 
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Enn.vTA 


CORRIGE 


Pag. 

s, 

Un. IO; 

appliifuef» 

apptiquéet 

» 

12, 


16; 

della 

dalla 

M 

l‘, 

• 

30: 

r{y')=:'r(a‘ b'c‘H) 

,<.V)=Kn'4'/«) 

• 

1«. 

• 

23: 

r(PQtt...)= (P). ?(<?). Kfl)- 



19, 

• 

40: 

ritorniano 

ri torniamo 


31 , 

■ 

17; 

(^=1 —3 + 3 + 1 

Q=l— 3 + 3— 1 


33, 

■ 

29: 

A =h 

,4*=A 


37, 

■ 

2: 

« = « . 1 = 

A = 0.i=r 


id.. 


3 : 

i =5 

i’=3 


id., 

> 

IG: 

.1" =1 

.4»*=l 

■ 

40, 

■ 

18: 

(") 

K') 

m 

43, 

B 

tillinic 

K2’/ • • ■ • 

K2T' 


ifi, 

• 

18; 

6 =1 

t"=i 

V 

06 , 

■ 

21 ; 

ripelulc 

ripetuta 

» 

69, 

» 

13: 

É (al iian 

É a (al uso 


N. n.-> L’aatorc si crede Ìq obbligo di avvertire come egli abbai osato in questo aerino alcuni vocaboli, i quali forse hanno un 
senso ^’ù esieso di quello ora aoimeaio od liogoaggio tecnico delle Blatemalicbe: tale è la parola aimotatiome adoperata i signi* 
lieare aUfchricù, ebe aude comunemente designarsi cella voce nofezione. Qiieat’tiMiina parola non fu inserita rhe in 

tempi da noi poco reuìoU od Doioaario della Croeca | dove le eoo date per equivaleati te voci neiU e nniutaiiom. 
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